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lità, la gentilezza e la passione con cui mi hanno aiutato a reperire il materiale storico e

fotografico sulla Ferrovia Marmifera e sul grande Viadotto di Vara.

Ringrazio la mia famiglia, gli amici e i colleghi di studio, con i quali ho condiviso le

gioie e le amarezze di questi anni passati all’Università, per avermi sempre incoraggiato
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Prefazione

Figura 1: Il treno del marmo sul viadotto di Vara Cartolina dell’epoca

Insieme alla ferrovia marmifera privata costruita nella seconda metà del secolo XIX

il viadotto di Vara è un elemento che ha caratterizzato profondamente il territorio in cui

è inserito, divenendone un simbolo peculiare e contribuendo al suo sviluppo economico e

sociale.

Mentre effettuavo la ricerca di materiale storico e fotografico ho avuto modo di parlare

con le persone che hanno pazientemente ed instancabilmente rintracciato e raccolto tutto

il materiale appartenuto agli Archivi della Ferrovia Marmifera; nelle loro parole appassio-

nate ho percepito vivo il desiderio di recuperare e tramandare la memoria di un passato

relativamente recente ma che ha segnato in modo molto intimo questo territorio e la sua

gente.

Per questi motivi vorrei che questo lavoro non fosse letto solo come un “documento tec-

nico”, ma anche come un contributo che la ricerca scientifica e tecnologica offre alla

conservazione della memoria storica, in segno di profondo rispetto del bisogno di identità

culturale di ognuno di noi.

Massimo Mengozzi

Pisa, Ottobre 2005



Introduzione

Negli ultimi trent’anni la comunità scientifica internazionale ha impegnato molte risorse

per mettere a punto metodologie per la diagnostica e il controllo delle strutture civili. Tale

profusione di energie va ricercata nella volontà di garantire livelli di qualità elevati per le

nuove costruzioni e verificare l’effettivo stato di conservazione delle costruzioni esistenti.

Le tecniche di controllo e diagnosi in uso si possono suddividere in:

• distruttive;

• semidistruttive;

• non distruttive.

Le prove distruttive e semidistruttive trovano impiego nella determinazione delle proprietà

meccaniche dei materiali e nella caratterizzazione meccanica di elementi strutturali, sia-

no essi estratti da costruzioni esistenti oppure realizzati appositamente come prototipi.

Un esempio è dato dalla determinazione della resitenza a compressione del calcestruzzo

mediante lo schiacciamento di provini oppure dalla valutazione del modulo elastico delle

murature tramite l’utilizzo di martinetti piatti contrapposti.

Le tecniche non distruttive, sempre applicabili, hanno come obiettivo quello di stimare le

caratteristiche meccaniche delle strutture esistenti senza comprometterne l’utilizzo. Ap-

partengono a questa categoria tecniche fondate su metodologie molto differenti fra loro:

dal semplice controllo visivo, basato sull’esperienza dell’operatore che lo esegue, agli esami

radiografico, magnetoscopico, ultrasonico tipici delle strutture metalliche, ai test mediante

sclerometro per il cemento armato. Sono in genere tecniche a carattere prevalentemente

locale che permettono la caratterizzazione di una porzione limitata della struttura.
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Negli ultimi anni sono state sviluppate tecniche che analizzano il comportamento globa-

le della costruzione. Ne sono un esempio le analisi basate sul comportamento dinamico

delle strutture: nota la risposta dinamica a una forzante controllata o casuale è possi-

bile caratterizzarne le proprietà (identificazione strutturale). I vantaggi delle tecniche di

identificazione dinamica sono:

• avere un quadro globale sullo stato di salute della struttura;

• trarre informazioni significative circa l’insorgere e il progredire di eventuali stati di

degrado valutando nel tempo l’evoluzione del comportamento dinamico;

• progettare correttamente interventi di manutenzione straordinaria e di ampliamenti.

Lo sviluppo delle tecniche dinamiche inizia nei campi della ricerca petrolifera, per il moni-

toraggio dello stato di conservazione delle piattaforme off-shore (le cui parti immerse non

risultano accessibili), e delle costruzioni aeronautiche, per verificare il comportamento di

parti strutturali di aeromobili durante il loro funzionamento. Nell’ambito delle costru-

zioni meccaniche l’analisi dinamica ha trovato applicazione nel controllo degli organi in

rotazione e degli apparecchi di sospensione, mentre nel campo delle costruzioni civili è

stata applicata in particolare ai ponti.

Gli obiettivi dell’analisi dinamica sui ponti sono finalizzati a garantire la sicurezza degli

utenti ed il corretto funzionamento dell’opera:

1. verificandone il comportamento in caso di sisma [16];

2. individuando eventuali danneggiamenti [15].

La ricerca si propone inoltre di sviluppare adeguate tecnologie per mettere a punto sistemi

automatici per il monitoraggio remoto da installare permanentemente su strutture di

particolare importanza [17].

Scopo della tesi

La maggior parte dei lavori presenti in letteratura presentano i risultati di identificazioni

dinamiche di ponti in cemento armato, sezione mista o acciaio. Nel presente lavoro si
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analizza la possibilità di applicare le tecniche di identificazione strutturale a un ponte in

muratura a cinque arcate, il grande viadotto di Vara a Carrara.

Figura 2: I tre viadotti di Vara. Foto: Archivio Michelino, Carrara.

L’obiettivo principale dello studio condotto è quello di verificare lo stato generale della

struttura a seguito del cedimento della fondazione di una delle pile.

Organizzazione della tesi

Il presente lavoro consta di cinque capitoli e un’appendice ed è cos̀ı strutturato:

Il Capitolo 1 descrive gli scopi dello studio condotto e l’organizzazione del testo. Si

riportano anche alcune note storiche della Ferrovoa Marmifera Privata di Carrara e

del grande Viadotto di Vara.

Il Capitolo 2 entra nel merito dell’analisi modale sperimentale. Dopo aver richiamato i

modelli analitici usati in dinamica delle strutture si descrivono i modi di esecuzione

delle indagini sperimentali su ponti e viadotti; infine si analizzano i problemi connessi

con l’elaborazione numerica dei segnali campionati.
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Figure 4. Viaduct of Vara during restoration works, 1932. (Ar-
chives of the Private Marble Railway of Carrara). 
 

 
Figure 5. Complete plant of the Marble Railway. (Archives of 
the Private Marble Railway of Carrara). 
 
For these reasons a large monitoring campaign aim-
ing to verify their safety conditions and to recognize 
and report the eventual damaging has been foreseen 
by local Authorities. In the framework of this moni-
toring plan, a particular attention has been paid to 
the analysis of the so-called “Vara’s bridges”, shown 
in the figure 6, of great importance not only for their 
strategic function in marble transport but also for 
their historical relevance. 
In the present paper the historical investigations and 
first experimental analyses are illustrated with refer-
ence to one of the “Vara’s bridges”, the Viaduct of 
Canal Piccinino, see figure 7, a masonry arch 
bridge, characterized by three, 16 m long, spans. In 
particular preliminary results of the geotechnical and 

dynamic experimental analyses are illustrated and 
discussed. 
 

 
Figure 6. A global view of “Vara’s bridges”. 
 

 
Figure 7. The Viaduct of Canal Piccinino. 

2 THE VIADUCT OF CANAL PICCININO 

2.1 Introduction 

The “Vara Bridges” have been built between 1887 
and 1890, as part of the work for the completion of 
the railway, according to the agreement stipulated 
between the Marble Railway Society and the Mu-
nicipality of Carrara. The design of the new railway 
was very complicated and long debates arose on the 
two existing proposals of Eng. Turchi and Eng. Si-
monetti. Nevertheless in 1883 Eng. Leoni, technical 
director of Railway Society, started new studies 
which produced, in 1885, a new design, signed by 
Eng. Sartorio, belonging to the Leoni’s technical of-
fice. On the basis of this new proposal, the final de-
sign was presented and approved in the 1886. 
Works, executed by the “Società Veneta”, started on 
January 1887; the opening took place on the 15th of 
May 1890. 
The Viaduct of Canal Piccinino was part of the first 
section, from “Torano” to “Gioia”. Its first design, 
proposed by Eng. Augusto Leoni on the 20th January 
1885, foresaw four arches of different spans, as 
shown in the figures 8, 9 and 10. Afterwards a new 
solution, characterized by three equal masonry 
arches with 16 m long spans, was built. A picture of 

Figura 3: Veduta dall’alto dei tre viadotti di Vara. Foto: [18]

Il Capitolo 3 introduce la teoria delle Trasformate Wavelet ed illustra le proprietà delle

funzioni di Daubechies usate per identificare le proprietà dinamiche del ponte.

Il Capitolo 4 dopo aver illustrato la modalità di conduzione delle prove e la strumen-

tazione utilizzata per l’acquisizione dei dati, riporta i risultati ottenuti con le varie

tecniche di identificazione utilizzate.

Nel Capitolo 5 si confrontano i risultati ottenuti dalla campagna sperimentale con quelli

calcolati tramite un modello agli elementi finiti; si espongono i commenti conclusivi

e i problemi ancora aperti.

L’Appendice A spiega le tecniche di filtraggio a soglia dei segnali e contiene le funzioni

utilizzate dal codice di calcolo MathCad 11 per le elaborazioni eseguite.
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Capitolo 1

Cenni storici

1.1 La ferrovia marmifera privata di Carrara

Dall’esigenza degli imprenditori carraresi di sostituire al carro trainato dai buoi sistemi

più moderni di trasporto del marmo dai poggi caricatori fino alle segherie e al porto

nacque, nella seconda metà dell’Ottocento, la ferrovia marmifera. Già nel 1846 il conte

Andrea Del Medico ottenne dal duca di Modena Francesco IV la concessione per costruire

la linea ferroviaria, ma bisognò attendere ancora trent’anni per assistere al trasporto del

marmo su rotaia. Il progetto richiese l’impegno di insigni ingegneri, date le difficoltà del

terreno e dei notevoli dislivelli, oltre alla necessità di costruire opere d’arte quali ponti,

viadotti e gallerie. Al progetto dell’ingegnere Simonetti del 1882, che poi non fu adottato

dalla Società, collaborò anche l’illustre carrarese Domenico Zaccagna redigendo una peri-

zia geologica.

La Società Ferrovia Marmifera Privata di Carrara (FMC), costituitasi il 29 maggio 1874,

cominciò ad operare nel 1876 (l’inaugurazione ufficiale del primo tratto avvenne il 19

agosto di quell’anno) limitatamente al tratto da Avenza al mare e da Carrara a Piastra,

mentre il tratto Carrara-Avenza era servito dalle Ferrovie dello Stato. A partire dal 1890

il servizio si intensificò con la costruzione del secondo tratto che si estendeva fino a Colon-

nata, Fantiscritti e Ravaccione. I finanziamenti necessari per l’inizio dell’attività vennero

messi a disposizione dalla Banca Nazionale Toscana (la futura Banca d’Italia), che, in
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seguito ai prestiti finanziari erogati per sostenere alcuni soci nella gestione patrimoniale,

per qualche decennio entrò in possesso della quota di maggioranza della Società.

Agli inizi del XX secolo vennero realizzate nuove tratte. La società raggiunse la massima

espansione nel 1926, quando il trasporto dei blocchi di marmo toccò le 500 mila tonnel-

late. In questo periodo la ferrovia marmifera arrivò alla sua massima lunghezza pari a

21945 m e arrivò ai 455 m di quota sopra il livello del mare, con una pendenza media del

45 per mille e una massima del 70 per mille nei pressi di località “Miseglia Superiore” e

“Tarnone”. Lo sviluppo completo della ferrovia è riportato in figura 1.2.

Figura 1.1: Planimetria del secondo tratto del tracciato ferroviario. Disegno del XIX

secolo, Archivio storico, Carrara
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Figura 1.2: Pianta definitiva della ferrovia marmifera. Disegno del XIX secolo, Archivio

della marmifera, Carrara
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Le opere strutturali e infrastrutturali sono numerose e di importanza fuori dal comune:

15 gallerie per uno sviluppo totale di 4537 m; 16 tra ponti e viadotti ad arco le cui luci

libere oscillano tra 10 e 30 m. Il 25% della lunghezza totale del tracciato è curva [19].

Superando una grave crisi economica, che ebbe il suo massimo nel 1930, e le difficoltà cau-

sate dai danni bellici, la Società, di cui il Comune di Carrara diventò il maggiore azionista,

prosegùı la sua attività fino agli anni cinquanta del secolo scorso, quando l’esigenza di

ammodernamento fece considerare il trasporto su rotaia come obsoleto e antieconomico.

Il dibattito sull’opportunità della trasformazione degli impianti o del loro smantellamento

culminò con l’istituzione di una commissione di studio composta dai dirigenti della Società

e da esperti. Al termine dei lavori si decise lo smantellamento del servizio su rotaia e per

questo negli anni sessanta la strada ferrata venne sostituita dal trasporto del marmo su

gomma. L’operazione di smantellamento della rete ferroviaria venne approvata dal Comu-

ne di Carrara nel 1962. Il 21 gennaio 1963 giunse l’autorizzazione da parte del Ministero

dei Trasporti e i lavori di sostituzione dei binari con la strada asfaltata iniziarono alla fine

di agosto. Il servizio su rotaia si concluse definitivamente nel 1964. L’FMC continuò la

sua attività effettuando il trasporto su gomma fino all’inizio degli anni Ottanta utilizzan-

do in parte il tracciato ferroviario e in parte costruendo nuovi percorsi viari e le cosiddette

vie di arroccamento per permettere agli automezzi di giungere direttamente alle cave.

Il nuovo sistema di viabilità aveva portato una rivoluzione nel trasporto del marmo ren-

dendo superflue le operazioni di lizzatura. 1 La Società, pur godendo dell’esclusiva del

trasporto marmifero, dovette confrontarsi con le ditte private che praticavano prezzi con-

correnziali. Per la FMC la conseguenza di tale stato di cose fu la crisi economica, che

determinò la fine dell’attività nel 1981 e, quindi, la liquidazione. Il 27 aprile 1999 si giun-

se alla cessazione della Società con l’intervento del Comune di Carrara che assunse a suo

carico il debito presso la locale Cassa di Risparmio.

1Lizzatura: discesa dei blocchi di marmo lungo le pendici delle montagne mediante una slitta (lizza)

che veniva fatta scorrere sopra travi di legno (parati) trattenendola con funi che gli operai (lizzatori)

avvolgevano a travicelli (piri) infissi sui lati del percorso (via di lizza). Nei bacini di escavazione di

Carrara questo pericoloso metodo è scomparso attorno al 1960 allorché la realizzazione di una rete viaria

camionabile consent̀ı agli autocarri di raggiungere direttamente i piazzali di cava.
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1.2 Il grande Viadotto di Vara

Tra i simboli di Carrara si annovera il grande Viadotto di Vara. Ubicato circa un chilo-

metro a monte del paese di Miseglia, è formato da 5 archi a tutto sesto di 16 metri di luce

ciascuno e il piano stradale si trova ad un’altezza di quasi 40 m sopra il piano campagna.

Figura 1.3: Il grande Viadotto di Vara Foto: studio ing. Orsini

La realizzazione del Viadotto di Vara avvenne nell’ambio dei lavori di ampliamento del-

la ferrovia marmifera, eseguiti tra il 1887 ed il 1890 dalla Società Veneta per Imprese e

Costruzioni Pubbliche. Sulla Guida di Carrara di Alfredo Bizzarri e Stefano Giampaoli,

pubblicata nel 1932, è scritto che questo viadotto “fu, per atto di sabotaggio, minato alla

base di un pilone, cosicché si ritenne opportuno rinforzarlo con armature in grosse travi di

legno”. Il puntellamento risale al 1913. Il 3 marzo dello stesso anno vennero riscontrate
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fenditure sulla “quarta pila del ponte”, documentate da quattro fotografie appartenenti

all’Archivio della Ferrovia Marmifera, ma gli articoli apparsi allora sulla stampa locale

non riferirono affatto circa un’origine dolosa di tali lesioni. Una perizia dell’epoca, redat-

ta dall’ingegnere e illustre geologo Domenico Zaccagna (Carrara 1851 - Roma 1940), non

attribùı le fenditure a un attentato bens̀ı alla “cattiva qualità della muratura” impiegata

per costruire la pila e a un probabile “cedimento laterale” verificatosi nelle “fondazioni

del medesimo”.

Figura 1.4: I lavori di costruzione del grande Viadotto di Vara. Foto: Archivio storico

Carrara.

Si può dunque concludere, smentendo quanto riportato dalla Guida di Carrara nel 1932,

che il puntellamento del 1913 non fu predisposto a causa dei danni conseguenti a un “atto

di sabotaggio”. Da ulteriori ricerche è anche emerso che l’attentato venne compiuto 14

anni prima, alle ore 3.30 circa, di luned̀ı 3 aprile 1899.

14



Figura 1.5: I puntelli sistemati a seguito del cedimento della pila, 1913. Foto: Archivio

storico Carrara.

Quale fu il movente dell’attentato al Viadotto di Vara? Prima dell’apertura all’esercizio

della Ferrovia Marmifera, avvenuta nel 1876, i blocchi di marmo, dopo essere stati tra-

sportati ai piazzali di cava a valle con il tradizionale sistema della “lizzatura”, potevano

raggiungere le diverse destinazioni, ad esempio un deposito o una segheria, esclusivamente

tramite robusti carri trainati da numerose coppie di buoi. La via ferrata venne costruita

per trasportare con i treni la maggior parte del marmo estratto e, di conseguenza, ridurre

notevolmente i “traini a buoi”. Secondo la tradizione popolare carrarese il viadotto venne

minato da alcuni carratori, danneggiati dall’avvento del trasporto su rotaia. Anche se

tale ipotesi non è irragionevole non c’è nessun documento che riporti lo sviluppo e l’esito
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delle indagini sull’atto doloso [20].

Figura 1.6: I lavori di restauro, 1932. Foto: Archivio storico Carrara.
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Capitolo 2

Analisi Modale Sperimentale

2.1 Introduzione

Le prove sperimentali di analisi dinamica, che possono essere condotte sia su singoli ele-

menti strutturali che su sistemi completi, si pongono come obiettivo fondamentale la

valutazione della risposta della struttura alle sollecitazioni di lavoro e la possibilità di ve-

rificare e, se necessario, di calibrare un modello numerico di previsione del comportamento

dinamico della struttura. In genere però la sperimentazione viene condotta con delle sol-

lecitazioni di ingresso che non corrispondono ad alcuna situazione tipica di lavoro.

Si indica con il termine di analisi modale sperimentale il processo che ha come scopo

quello di acquisire dei dati che consentano di determinare una descrizione numerica del

comportamento dinamico di una struttura.

Anche se lo scopo fondamentale di una sperimentazione dinamica è sempre quello di ri-

cavare un modello numerico della struttura vi sono delle differenze, importanti dal punto

di vista sperimentale perché determinano la precisione che viene richiesta alla sperimen-

tazione e quindi la “difficoltà” e in definitiva il “costo” relativi all’impiego previsto per il

modello stesso classificabile come segue:

• convalida del modello numerico della struttura: in questo caso si deve ottenere

una valutazione molto precisa delle frequenze fondamentali e una descrizione delle

deformate modali che sia sufficiente ad identificare il tipo di modo; per quanto
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riguarda i coefficienti di smorzamento in genere non è possibile un confronto con i

valori ottenuti da una previsione numerica ma soltanto con delle stime di massima

ottenute mediante analogia di valori noti per strutture con caratteristiche simili;

• ricerca delle cause delle differenze esistenti tra modello numerico e dati sperimen-

tali: si richiede, in più rispetto al caso precedente, una valutazione accurata delle

deformate modali e l’acquisizione di un numero più elevato di modi fondamentali;

• identificazione di un modello numerico da utilizzare anche per tecniche di sottostrut-

turazione, di modifica strutturale, per l’identificazione delle forze che agiscono sulla

struttura o per l’identificazione dei danni che si presentino durante la vita operati-

va: in tutti questi casi si richiede un maggiore livello di precisione nelle misure e la

determinazione di un numero ancora più eleveto di modi fondamentali.

2.2 Richiami di dinamica strutturale

2.2.1 Modelli matematici in dinamica strutturale

Nel caso generale il modello dinamico di una struttura è dato da un sistema discreto a

più gradi di libertà. Esso rappresenta un’approssimazione della situazione effettiva che è

quella di una struttura continua e quindi caratterizzata da un numero infinito di gradi di

libertà. L’equazione di equilibrio dinamico di un sistema ad n gradi di libertà, nel caso

di smorzamento viscoso, è:

M ẍ + Cẋ +Kx = f(t), (2.1)

dove x è un vettore, le cui n componenti sono i gradi di libertà scelti per rappresentare la

struttura (dal punto di vista sperimentale sono i punti di misura), f(t) è il vettore delle

forze agenti sulla struttura, M, di ordine n×n, è la matrice di massa e C e K sono le ma-

trici, sempre n×n, di smorzamento viscoso e di rigidezza. Il modello definito dal sistema

2.1 è il modello spaziale costituito dalle matrici di massa, smorzamento e rigidezza ed è

normalmente costruito tramite un procedimento numerico (ad esempio con l’impiego del
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metodo agli elementi finiti) e non è quindi generalmente accessibile tramite l’approccio

sperimentale. Dallo studio della vibrazione libera, che si può ottenere numericamente

determinando gli autovalori e gli autovettori del sistema 2.1 (con f(t) nullo), o dalla speri-

mentazione, si possono ottenere n pulsazioni naturali, ωn, n coefficienti di smorzamento,

ζn, e n deformate modali φ(n). La matrice degli autovettori

Φ =

 φ(1) φ(2) . . . φ(n)



e degli autovalori

Ω2 =


ω2

1

ω2
2

. . .

ω2
n



costituiscono invece il modello modale.

Dalla determinazione delle funzioni di trasferimento (in analisi modale sperimentale si

parla più specificamente di funzioni di risposta in frequenza, FRF) della struttura si

determina il modello di risposta in frequenza: questo viene direttamente ricavato dall’ap-

proccio sperimentale ormai classico nell’analisi modale e può comunque essere ricavato

anche dal modello numerico.

In sintesi, quindi, per lo studio della dinamica di una struttura si possono definire tre

diversi modelli, tra loro collegati analiticamente:

• modello spaziale

• modello modale
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• modello di risposta

Figura 2.1: La relazione di conversione da modello di risposta a modello modale, identificata

come analisi modale sperimentale o identificazione modale, costituisce il passaggio centrale

della identificazione strutturale sperimentale

Da un punto di vista sperimentale sorgono però problemi che impongono di operare

su modelli incompleti. Le cause di incompletezza possono essere molteplici:

1. il numero di modi di vibrare ottenibili dalla sperimentazione è limitato a causa del

limitato contenuto in frequenza della forzante f(t), qualsiasi essa sia;

2. non tutti i movimenti relativi ai gradi di libertà del sistema sono facilmente misu-

rabili tramite le apparecchiature disponibili;

3. i dati ottenuti dalla sperimentazione sono affetti dagli inconvenienti dovuti al cam-

pionamento in forma discreta, che, in fase di digitalizzazione del segnale, origina

errori tipo aliasing e leakage;
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4. non si riesce sempre ad eliminare l’influenza delle condizioni ambientali che possono

alterare parte della risposta.

Dalle misure sperimentali è quindi possibile ottenere un insieme di parametri moda-

li limitato rispetto a quello necessario. A causa dell’incompletezza dell’identificazione

le matrici caratteristiche, generalmente quadrate, possono risultare rettangolari e quindi

parziali; ciò comporta una difficoltà aggiuntiva per la loro inversione che non risulta più

univoca.

L’identificazione strutturale perde quindi la sua caratteristica di passaggio univoco, assu-

mendo la qualifica di stima del modello che meglio simula i dati sperimentali.

2.2.2 Integrazione dell’equazione del moto tramite il metodo

della trasformazione integrale

Il sistema di equazioni di equilibrio dinamico 2.1, con le opportune condizioni iniziali x0

e ẋ0, in molti casi può essere integrato agevolmente se si ricorre preventivamente ad un

particolare tipo di trasformazione delle funzioni del tempo in funzioni di un’altra variabile.

Una trasformazione di funzione significa un’operazione matematica con la quale una fun-

zione g, continua o discreta, di variabile reale o complessa, è trasformata in un’altra

funzione h, o in una sequenza di numeri.

Le trasformazioni più comuni sono dette trasformazioni integrali perchè sono espresse da

un integrale, definito su un certo intervallo, della funzione g moltiplicata per un’altra

funzione opportuna. Oggi sono sempre più diffuse le trasformazioni basate su elabora-

zioni di funzioni discrete nelle quali, al posto dell’operatore integrale, si trova l’operatore

somma. Ma anche queste possono essere interpretate come l’alternativa discreta di una

trasformazione integrale.

Per questo motivo risulta utile premettere alcune considerazioni sulle trasformazioni in-

tegrali “classiche”.

Per risolvere problemi retti da equazioni differenziali risulta spesso conveniente effettuare

una trasformazione delle funzioni e quindi risolvere il problema nello stato trasformato.

Applicando poi alla soluzione una trasformazione inversa alla precedente si ottiene la so-

luzione nello stato originario.
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Data quindi una funzione g(x) si definisce sua trasformata integrale la funzione h(v)

espressa da:

h(v) = T [g(x)] =

∫ b

a

g(x)K(x, v) dx, (2.2)

dove K(x,v) viene detto nucleo della trasformazione.

K(x,v), a e b definiscono il tipo di trasformazione.

E’ ovvio che, affinché la 2.2 abbia utilità pratica, occorre poter ricostruire dalla h(v) la

g(x), ossia poter effettuare la trasformazione inversa della 2.2, la quale è generalmente

una nuova trasformazione integrale (antitrasformazione) del tipo:

g(x) = T−1[h(v)] =

∫ b∗

a∗
h(v)H(x, v) dv, (2.3)

dove H(x,v) viene detto nucleo della antitrasformazione.

H(x,v), a∗ e b∗ definiscono il tipo di antitrasformazione.

Si dice anche che la g(x) è la antitrasformata della h(v).

Normalmente le trasformate integrali sono operatori lineari, ovvero possiedono la pro-

prietà:

T [c1f(x) + c2g(x)] = c1T [f(x)] + c2T [g(x)], (2.4)

dove c1 e c2 sono delle costanti e f e g due funzioni di x.

Una classe molto importante di trasformate, per le quali è valida la 2.4 ha nucleo di tipo:

K(x, v) = eαxv, (2.5)

dove α è una costante.

Per tali trasformate vale la seguente proprietà:

T

[
dg

dx

]
=

∫ b

a

dg

dx
K(x, v) dx = −αvh(v) + g(b)eαbv − g(a)eαav, (2.6)

22



ottenuta dalla definizione 2.2 per integrazione per parti. L’uguaglianza 2.6 esprime che

la trasformata della
dg
dx viene ottenuta, a parte termini che dipendono dalle condizioni

ai limiti, come semplice prodotto della trasformata h(v) della g(x) per il termine −αv.

In modo analogo si può dimostrare che la trasformata della
dng
dxn viene ottenuta, a parte

termini che dipendono dalle condizioni ai limiti, come semplice prodotto della trasformata

h(v)(−αv)n.

Applicando quindi una trasformazione integrale con nucleo 2.5 ad un’equazione diffe-

renziale ordinaria di grado n si ottiene un’equazione algebrica di grado n in αv. La

trasformazione integrale si può applicare anche a funzioni di più variabili.

Le trasformate integrali più comunemente usate sono la trasformata di Laplace e la tra-

sformata di Fourier. Accanto a queste trasformate ormai “classiche” si è diffuso negli

ultimi dieci anni l’uso delle trasformate Wavelets (ondette).

Nell’applicazione delle trasformate alla dinamica strutturale, la variabile x è rappresenta-

ta dal tempo t e la variabile v è la pulsazione ω, la frequenza f o un’altra variabile a esse

associata. Pertanto la trasformazione avviene tra il dominio del tempo e il dominio della

frequenza.

Data una qualsiasi trasformata e un qualsiasi sistema fisico descritto da un’equazione o da

un sistema di equazioni differenziali a coefficienti costanti nella variabile t, con condizioni

ai limiti rappresentate dallo stato del sistema al tempo t = 0 (condizioni iniziali), e dette

i(t) e u(t) le funzioni che rappresentano, rispettivamente, l’ingresso e l’uscita del sistema,

e I(v) e U(v) le corrispondenti funzioni trasformate, si chiama funzione di trasferimento

G(v) la funzione:

G(v) =
U(v)

I(v)
, (2.7)

da cui si ricava immediatamente:

U(v) = G(v)I(v). (2.8)
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La 2.8 è valida nel caso che il sistema parta, per t = 0, da condizioni di “riposo”, cioè che

la funzione i(t) e le sue derivate siano nulle per t = 0. Più in generale si può scrivere:

U(v) = G(v)I(v) +G0(v), (2.9)

dove G0(v) dipende esclusivamente dai valori iniziali di i(t) e delle sue derivate di ordine

(n−1) se n è l’ordine massimo della derivata che compare nell’equazione differenziale che

descrive il comportamento del sistema.

Trasformata di Laplace

Data una funzione f(t) definita nell’intervallo [0,+∞), si dice sua trasformata di Laplace

la seguente funzione:

F (s) =

∫ +∞

0

f(t)e−st dt, (2.10)

dove s è un numero complesso.

La trasformata di Laplace è quindi del tipo 2.5. F(s) ovviamente esiste soltanto se l’inte-

grale, espresso dalla 2.10, è convergente. In questo caso si dice che la funzione è “L- tra-

sformabile”.

Applicando la trasformata di Laplace al sistema di equazioni 2.1 si ottiene:

(Ms2 + Cs+ K)X(s) = F(s) + (Ms+ C)x0 + Mẋ0, (2.11)

da cui:

X(s) = G(s)F(s) + G0(s). (2.12)

La funzione di trasferimento del sistema e il termine che dipende dalle condizioni iniziali,

associati alla trasformata di Laplace sono quindi:

G(s) = (Ms2 + Cs+ K)−1, (2.13)
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G0(s) = G(s)
[
(Ms+ C)x0 + Mẋ0

]
. (2.14)

I valori per cui si annulla il denominatore della funzione di trasferimento sono detti “po-

li”. Essi coincidono con le frequenze di risonanza e caratterizzano il comportamento del

sistema.

Per ottenere la funzione x(t) occorre eseguire l’antitrasformata di Laplace della X(s).

Trasformata di Fourier

Data una funzione periodica di periodo T, derivabile fino all’ordine n, vale il seguente

sviluppo, detto serie di Fourier:

f(t) =
a0

2
+

+∞∑
n=1

an cosωn, t+ bn sinωnt (2.15)

dove

ωn =
2πn

T
. (2.16)

La 2.15 può essere scritta anche nelle forme:

f(t) =
A0

2
+

+∞∑
n=1

An cos (ωnt+ φn), (2.17)

f(t) =
+∞∑

n=−∞

cne
iωnt. (2.18)

E’ immediato dedurre le relazioni che legano i coefficienti della serie di Fourier espressa

nelle varie forme su elencate:

c0 =
a0

2
, cn =

an − ibn
2

, c−n =
an + ibn

2
, (2.19)

A0 = a0, An cosφn = an, −An sinφn = bn. (2.20)
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Nel seguito si prenderà come riferimento la forma esponenziale 2.18 dello sviluppo in serie

di Fourier.

Il coefficiente cn è dato da:

cn =
1

T

∫ T

0

f(t)e−iωnt dt. (2.21)

Poiché la f(t) è univocamente determinata una volta conosciuti i coefficienti cn e, vicever-

sa, data la f(t) è possibile costruire cn, lo sviluppo in serie di Fourier può essere considerato

come un tipo particolare di trasformazione di funzione.

Infatti l’operazione di calcolo dei coefficienti di Fourier di una funzione può essere consi-

derata una trasformazione di tipo integrale

TFf

[
f(t)

]
= g(n) =

{
cn

}
n =−∞÷+∞

. (2.22)

La trasformazione TFf associa quindi alla f(t) una successione di numeri complessi, cn,

che può essere considerata una funzione complessa g(n), definita per tutti gli interi del-

l’intervallo (−∞,+∞), chiamata “Trasformata finita di Fourier” della funzione f(t).

Alla trasformazione 2.22 è associata la trasformazione inversa:

T −1
Ff

[
g(n)

]
= f(t) =

+∞∑
n=−∞

cne
iωnt, (2.23)

cioè la serie di Fourier 2.15 può essere considerata la trasformata inversa della g(n). La

trasformata di Fourier possiede proprietà simili a quelle della trasformata di Laplace. Se

si indicano con cnv i termini della trasformata finita di Fourier della derivata
df
dt , si può

scrivere:

cnv = iωncn +
f(T )− f(0)

T
= iωncn +

(f0−)− (f0+)

T
, (2.24)
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dove, per la periodicità della f(t), con f0− e f0+ sono stati indicati i limiti sinistro e destro

della funzione f(t) al tendere del tempo a zero.

Se al tempo t = 0 (e quindi anche per t = T ) la funzione f(t) è continua f0− = f0+ e

quindi:

cnv = iωncn. (2.25)

In modo analogo si può dimostrare che, detto cna il generico termine della trasformata

finita di Fourier della
d2f
dt2

, si ottiene:

cna = −ω2
ncn + iωn

(f0−)− (f0+)

T
+

(
df
dt

)
0−
−

(
df
dt

)
0+

T
. (2.26)

Se la funzione è continua per t = 0 la 2.26 diventa:

cna = −ω2
ncn. (2.27)

Se il sistema dinamico è sottoposto ad eccitazione periodica si può applicare alla 2.1 la

trasformata finita di Fourier ottenendo:

−ω2
nM + iωnC + K = Fn + (iωnM + C)∆(X0) + M∆ ˙(X0), (2.28)

dove Xn e Fn rappresentano i termini nmi della trasformata finita di Fourier di X(t) e

F(t), mentre ∆X0 e ∆Ẋ0 rappresentano le discontinuità all’origine dello spostamento e

della velocità, divise per T, espresse da:

∆X0 =
(X0−)− (X0+)

T
; ∆Ẋ0 =

(Ẋ0−)− (Ẋ0+)

T
. (2.29)
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Pertanto la funzione di trasferimento del sistema, associata alla trasformata finita di

Fourier, è espressa da:

G(n) = (−ω2
nM + iωnC + K)−1, (2.30)

e il termine che dipende dalle condizioni iniziali vale:

G0(n) = G(n)
[
(iωnM + C)∆X0 + M∆Ẋ0

]
. (2.31)

Si nota l’analogia formale tra le funzioni di trasferimento associate alle trasformate di

Laplace e a quella finita di Fourier.

Le funzioni non periodiche, definite in un intervallo finito (a,b), possono essere rappre-

sentate come funzioni periodiche di periodo (b-a), che coincidono nell’intervallo (a,b) con

la funzione assegnata e, all’esterno di tale intervallo, rappresentano la sua ripetizione

indefinita. Se l’interesse è limitato al solo intervallo (a,b), si può quindi estendere la rap-

presentazione in serie di Fourier (o la trasformazione finita di Fourier) anche alle funzioni

non periodiche.

Per le funzioni non periodiche definite su un intervallo infinito è necessario ricorrere ad

un’altra trasformazione, la “trasformata integrale di Fourier” F (ω). Tale trasformata può

essere ricavata dalla serie di Fourier al tendere del periodo T all’infinito. Conoscendo la

F (ω) si ricava la f(t) per antitrasformazione. Le relazioni fondamentali sono:

F (ω) = TFi

[
f(t)

]
= a

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωt dt, (2.32)

f(t) = T −1
Fi

[
F (ω)

]
= b

∫ +∞

−∞
F (ω)eiωt dω. (2.33)

Nelle due precedenti relazioni uno dei due coefficienti a, b può essere stabilito a piacere,

l’altro si determina di conseguenza. Si riportano nella tabella 2.2 i valori dei coefficienti
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a e b più usati nella definizione della trasformata e antitrasformata integrale di Fourier.

In alternativa alle definizioni sopra indicate, nelle quali appare la pulsazione ω, si può

Figura 2.2: Valori dei coefficienti a e b secondo varie definizioni della trasformata e

antitrasformata integrale di Fourier. [11]

assumere come variabile la frequenza f. Le relazioni assumono allora la seguente forma:

F (f) = TFi

[
f(t)

]
=

∫ +∞

−∞
f(t)e−i2πft dt, (2.34)

f(t) = T −1
Fi

[
F (f)

]
=

∫ +∞

−∞
F (f)ei2πft df, (2.35)

cioè i coefficienti a e b diventano unitari.

La trasformata integrale di Fourier possiede proprietà simili alla trasformata di Laplace.

Data una funzione generica, le condizioni di esistenza della trasformata di Fourier sono

più restrittive di quelle della trasformata di Laplace. Ad esempio la funzione a gradino

possiede una trasformata di Laplace ma non una trasformata di Fourier.

Condizione necessaria affinché una funzione possieda una trasformata di Fourier è che essa

tenda a zero al tendere di t all’infinito, positivo e negativo. Questa caratteristica fa s̀ı

che la proprietà di derivazione per la trasformata integrale di Fourier assuma un aspetto

particolarmente semplice:
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TFi

[
df

dt

]
= iωF (ω) ; TFi

[
d2f

dt2

]
= −ω2F (ω). (2.36)

Applicando la trasformata integrale di Fourier alla 2.1 si ottiene:

(
− ω2M + iωC + K

)
X(ω) = F(ω). (2.37)

Dalla 2.37 si ricava che la funzione di trasferimento del sistema, associata alla trasformata

integrale di Fourier è data da:

G(ω) =
(
− ω2M + iωC + K

)−1

, (2.38)

e il termine legato alle condizioni iniziali è nullo.

L’impiego sempre più vasto dell’elaboratore elettronico nell’acquisizione e nell’analisi dei

dati digitali, ha condotto allo sviluppo di procedure di trasformazione, derivate dalle tra-

sformate di Fourier (integrale o finita), che trattano funzioni date in forma discreta nella

variabile tempo e le trasformano, sempre in forma discreta, nella variabile frequenza o

pulsazione. Per tale tipo di trasformazione è definita ovviamente anche la trasformazione

inversa.

Data una funzione continua, reale o complessa, f(t), periodica di periodo T, la sua rappre-

sentazione discreta è una successione di N numeri reali o complessi f(q), che rappresentano

i valori di f(t) ai tempi t = q∆t=
qT

N
con q = 0, 1 . . . N − 1.

Si definisce trasformata finita discreta di Fourier della f(q) la funzione discreta F(p),

definita per p = 0, 1 . . . N − 1 dalla relazione:

F (p) = T
[
f(q)

]
=

1

N

N−1∑
q=0

f(q)wN
−pq, (2.39)

dove

wN = e
2πi
N . (2.40)
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La trasformazione inversa permette di determinare f(q), con q = 0, 1 . . . N − 1, una volta

che siano noti i valori F(p), con la relazione:

f(q) = TFd
−1

[
F (p)

]
=

N−1∑
p=0

F (p)wN
pq. (2.41)

Le funzioni f(q) ed F(p) sono funzioni periodiche di periodo N, ovvero:

f(q) = f(q ± kN), F (p) = F (p± kN), (2.42)

con k intero positivo.

Se la funzione f(q) è reale discende direttamente dalla definizione 2.39 che:

F (p) = F ∗(−p) = F ∗(N − p), (2.43)

dove l’asterisco indica il complesso coniugato.

Dalla 2.43 discende che, se N è pari, i termini F(0) e F(
N

2
) sono reali; i valori da F(0) a

F(
N

2
− 1) possono avere sia la componente reale che quella immaginaria diverse da zero.

Gli altri valori F(p), con p >
N

2
, sono per la 2.43 i complessi coniugati dei precedenti. In

altre parole, dagli N numeri reali f(q) si possono determinare solo 2 numeri reali e
N

2
− 1

numeri complessi F(p) tra loro indipendenti.

Per rendersi conto del significato fisico di F(p) si noti che possono essere stabilite le

seguenti relazioni tra le variabili continue t e ω e le corrispondenti variabili discrete q e p:

t = q∆t = q
T

N
; ωp =

2πp

T
=

2πp

N∆t
= ω1, (2.44)

da cui

wN
−pq = e−iωpt (2.45)
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Dalla 2.44, tenendo conto delle precedenti relazioni, si ricava:

F (p)N∆t ≈
∫ T

0

f(t)e−iωpt dt = Tcp, (2.46)

cioè

F (p) ≈ cp. (2.47)

F(p) rappresenta quindi in modo approssimato (l’approssimazione consiste nella sostitu-

zione della sommatoria all’integrale) l’elemento cp dello sviluppo in serie di Fourier della

f(t) scritta nella forma 2.18. Per le 2.19 la parte reale di F(p), moltiplicata per 2, appros-

sima il coefficiente bp della parte “seno” dello sviluppo in serie di Fourier nella forma 2.15.

L’antitrasformata 2.41 rappresenta la serie di Fourier scritta nella forma 2.18 estesa ai

valori da 0 a N−1. Da notare che le approssimazioni cui si è fatto riferimento riguardano

soltanto la corrispondenza tra la trasformata finita di Fourier, legata alla serie di Fourier,

e la trasformata finita discreta di Fourier. Infatti se si analizza soltanto quest’ultima tra-

sformata (cioè se si opera soltanto su valori discreti senza tener conto delle corrispondenze

coi valori continui) si deve osservare che questa trasformata ha la seguente notevole pro-

prietà: data una funzione f(q) ed eseguita la sua trasformata F(p) con la relazione 2.39,

se si applica la trasformazione inversa 2.41 si ottengono esattamente, a parte gli errori

numerici, i valori f(q) di partenza.

La trasformata finita discreta di Fourier è ampiamente usata nel campo dell’analisi dei

segnali e in altri campi della tecnica poiché può essere calcolata in modo rapidissimo.

Il calcolo della trasformata con N termini richiede N2 operazioni. Tuttavia, sfruttando

alcune proprietà di ricorrenza della espressione wN
pq, il numero di operazioni può essere

ridotto a N log2N , qualora N = 2d. Una trasformata finita discreta di Fourier calcola-

ta sfruttando queste proprietà viene detta “trasformata veloce di Fourier” (Fast Fourier

Transform, FFT).

Tenendo conto della relazione 2.47, lo stesso tipo di relazione (e di approssimazione)

sussiste tra la trasformata finita discreta della derivata prima e seconda della f(t) e le

corrispondenti trasformate finite 2.24 e 2.26:
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Tfd

[
df

dt

]
= Fv(p) ≈ iωp, F (p) +

(f0−)− (f0+)

T
(2.48)

Tfd

[
d2f

dt2

]
= Fa(p) ≈ −ω2

pF (p) + iωp
(f0−)− (f0+)

T
+

(
df
dt

)
0−
−

(
df
dt

)
0+

T
. (2.49)

Nella figura 2.3 è riportata una rappresentazione schematica delle varie trasformate di

Fourier.

La trasformata finita discreta di Fourier, utilizzando le proprietà 2.48 e 2.49 può es-

sere utilizzata per la risoluzione dell’equazione 2.1. Applicando la suddetta trasformata

all’equazione 2.1 si ottiene:

(− ω2
pM + iωpC + K)X(p) = F(p) + (iωpM + C)∆x0 + M∆ẋ0, (2.50)

dove X(p) e F(p) rappresentano le trasformate finite discrete di Fourier di X(q) e F(q)

rispettivamente e ∆x0 e ∆ẋ0 rappresentano le discontinuità all’origine dello spostamento

e della velocità, divise per T, espresse dalle 2.29.

Pertanto la funzione di trasferimento del sistema, associata alla trasformata finita discreta

di Fourier, è data da:

G(p) = (− ω2
pM + iωpC + K)−1, (2.51)

e il termine che dipende dalle condizioni iniziali vale:

G0(p) = G(p)
[
(iωpM + C)∆X0 + M∆Ẋ0

]
. (2.52)

Si nota la corrispondenza tra le 2.30 e 2.31 e le 2.51 e 2.52, corrispondenza dipendente

dalla 2.47.
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Figura 2.3: Vari tipi di Trasformata di Fourier [11]
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L’utilizzazione della trasformata finita discreta di Fourier per la soluzione di problemi

retti dalla 2.1 potrebbe essere fatta anche in modo diverso, trasformando prima l’equazione

2.1 discretizzando le derivate e poi operando la trasformazione finita discreta di Fourier

dello spostamento, delle sue derivate discretizzate e della forza eccitatrice. In genere

non si segue questa via perché l’approssimazione introdotta con la 2.47 è inferiore a

quella di discretizzazione delle derivate, che peraltro dipende dalle formule usate per la

discretizzazione.

Trasformate Wavelet

Oltre alle trasformate di Laplace e di Fourier sono state proposte molte altre trasformate.

Tra le proposte più recenti una delle più interessanti, per velocità di espansione e varietà

dei campi di applicazione, appare la trasformata Wavelet, o trasformata ondetta, il cui

nome è legato alla forma della funzione fondamentale con la quale viene costruita.

Le Wavelets sono le funzioni base con le quali, per combinazione lineare, si cerca di rap-

presentare ogni funzione utile per una certa applicazione. A differenza di altre funzioni

base le wavelets sono generate per “traslazione” e “dilatazione” di una singola funzione,

la “ondetta madre” o “mother Wavelet”.

In analogia a quanto indicato per le trasformate di Fourier esistono le trasformate Wa-

velets continue e discrete e le relative antitrasformate. Una caratteristica notevole delle

trasformate Wavelet consiste nel fatto che la trasformata di una funzione definita in un

breve intervallo di tempo può avere una trasformata wavelet definita in un analogo breve

intervallo nel dominio trasformato. Ciò non si verifica per le trasformate di Laplace o di

Fourier dove la trasformata di un impulso temporale dà luogo ad uno spettro infinito nel

dominio delle frequenze.

Le applicazioni originarie delle trasformate Wavelets erano relative ai settori di:

• compressione e ricostruzione dei segnali destinati alla trasmissione numerica audio

e video;

• compressione e ricostruzione dei dati relativi alle immagini;
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• filtraggio numerico dei segnali per evidenziarne alcune caratteristiche difficilmente

valutabili con altri tipi di trasformate;

• compressione ed elaborazione dei dati relativi alle impronte digitali.

E’ stato osservato [8] che i metodi per la compressione di dati basati sulle trasformate

wavelet possono essere usati non solo per la memorizzazione e la trasmissione dei segna-

li, ma soprattutto per l’identificazione delle loro caratteristiche. Appare quindi naturale

l’applicazione delle trasformate wavelet all’analisi delle vibrazioni. Vista la centralità del-

l’argomento nel contesto del presente lavoro si rimanda al Capitolo 3 un approfondimento

sul tema.

2.3 Identificazione dinamica di ponti e viadotti

2.3.1 Stato dell’arte

Come già accennato le prove di vibrazione su strutture reali rappresentano il metodo più

affidabile per effettuarne la caratterizzazione dinamica nonché per verificare le assunzioni

adottate in modelli teorici o numerici. L’utilizzo della sperimentazione dinamica è stato,

tuttavia, recepito nel settore civile e in quello specifico dei ponti con notevole ritardo

rispetto ad altri campi applicativi quali quello aeronautico e quello meccanico.

L’applicazione delle metodologie di indagine dinamica nel settore dei ponti e delle gran-

di strutture ha comunque ricevuto un notevole impulso negli ultimi anni grazie alla

concomitanza di due fattori:

1. la consistente riduzione degli oneri di prova determinata dall’evoluzione dell’elettro-

nica sia nel settore della strumentazione di misura che in quella dell’elaborazione

dati;

2. l’accresciuta sensibilità delle amministrazioni verso le problematiche di gestione e

controllo dei sistemi infrastrutturali.
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Figura 2.4: Classificazione e campi d’applicazione delle prove dinamiche su ponti e viadotti [1]
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L’orientamento che si va progressivamente affermando [1] è, quindi, quello di un con-

trollo sistematico dell’opera mediante rilievi dinamici, anche e particolarmente durante la

fase di costruzione al fine di assumere le informazioni che consentano di chiarire almeno

i principali fattori di incertezza e pilotare le analisi strutturali sostituendo ai parametri

iniziali e teorici di progetto quelli reali individuati dalla sperimentazione. Tale imposta-

zione va estesa al collaudo che dovrà individuare le caratteristiche globali dell’opera e al

monitoraggio che dovrà verificare nel tempo l’invarianza di tali caratteristiche. Il futuro

assetto delle applicazioni di prove per rilievi dinamici su ponti e viadotti appare, quindi,

quello sinteticamente riassunto nella parte inferiore dello schema a blocchi di figura 2.4.

Va, a tal proposito, rilevato che l’articolazione delle prove dinamiche nelle tre fasi princi-

pali:

• in corso di costruzione;

• all’atto dell’entrata in esercizio (collaudo);

• in fase di esercizio (monitoraggio);

appare pienamente recepita e raccomandata nel progetto di normativa UNI 1997 su

“Criteri generali per l’esecuzione di prove e rilievi dinamici su ponti e viadotti”.

In particolare, prove di vibrazione in fase di costruzione possono avere molteplici impieghi

quali:

1. valutazione dell’importanza di fenomeni di interazione terreno-struttura;

2. verifica della corrispondenza degli elementi portanti verticali alle ipotesi di progetto;

3. controllo dell’evoluzione di particolari schemi statici (si pensi ad es. ai ponti a sbalzo

posti in opera per avanzamento di conci;

4. identificazione di eventuali difetti di costruzione;

5. taratura dei modelli numerici di progetto.
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Oltre la fase di realizzazione dell’opera, una prova in scala reale eseguita contestual-

mente alle operazioni di collaudo ha la funzione di caratterizzare la struttura all’atto della

sua entrata in esercizio. A questo proposito va precisato che, sebbene la sperimentazione

dinamica sia in grado di identificare una struttura in modo più completo e dettagliato di

una prova statica convenzionale, è opportuno non rinunciare alla prova statica di collaudo

che, raggiungendo un livello di sollecitazione prossimo a quello di progetto, consente di

valutare l’estensione del comportamento elastico del sistema e, per estrapolazione, le sue

caratteristiche di resistenza. Infatti, le sollecitazioni indotte durante una prova dinamica

sono sensibilmente più contenute rispetto a quelle di una prova statica, dal momento che

per la stima dei parametri modali è di solito sufficiente operare mediante eccitazioni di

intensità medio-bassa.

Successivamente il controllo ad intervalli regolari potrà consentire di valutare lo stato di

conservazione dell’opera e identificare eventuali stati di danneggiamento.

2.3.2 Modalità di esecuzione delle indagini

La tecnica sperimentale di analisi dinamica classica fa essenzialmente riferimento alla

determinazione delle FRF mediante l’eccitazione della struttura in uno o più punti e la

rilevazione dell’uscita in uno o più punti di misura. In funzione del numero di punti di

eccitazione e del numero di punti di registrazione si distinguono i metodi di identificazione:

• single input-single output (SISO);

• single input-multi output (SIMO);

• multi input-single output (MISO);

• multi input-multi output (MIMO).

In Maia-Silva [2] si trova un’ampia disamina di tutti i metodi afferenti a questo schema.

La determinazione delle FRF presuppone però la conoscenza esatta della forzante f(t),

cosa che risulta molto lontana dal vero nei casi di sperimentazione su ponti e viadotti.
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Negli ultimi cinque anni in letteratura sono stati proposti da vari autori contributi allo

sviluppo di nuove metodologie di identificazione strutturale basate sulle sole registrazioni

dell’uscita (metodi output-only) [3, 4, 5]. Questi metodi permettono di utilizzare come

forzanti anche i carichi ambientali come il vento ed il traffico, col notevole vantaggio di

permettere l’acquisizione dei dati da analizzare senza dover chiudere il ponte all’esercizio.

Generalmente, nel caso di strutture da ponte, la classificazione delle modalità di indagine

dinamica avviene in base al tipo di eccitazione utilizzata. Si distinguono:

1. prove con eccitazione impulsiva (di vibrazione libera);

2. prove con eccitazione forzata artificiale (vibrodina);

3. prove con eccitazione fornita da cause ambientali (traffico, vento etc.).

Le caratteristiche essenziali in termini di vantaggi e svantaggi e le possibili applicazioni

sono illustrate sinteticamente in figura 2.4. Dall’analisi dello schema a blocchi appare

evidente come le tre differenti modalità di prova possano applicarsi indifferentemente in

fase di costruzione, collaudo o durante la vita della struttura, con qualche cautela per il

solo utilizzo di eccitazioni ambientali in corso di costruzione (non sempre in grado di porre

in evidenza il comportamento di indagine). Con riferimento agli altri possibili impieghi,

considerazioni legate ai tempi di chiusura all’esercizio, alla facilità di realizzazione e ai

costi di prova portano a considerare con grande interesse le prove con forzante ambientale

che risultano ormai sistematicamente impiegate sia in Svizzera che nel Regno Unito [1].

Tuttavia tra i vantaggi delle prove forzate con vibrodina o di vibrazione libera vanno

citati:

• la necessità di acquisire una quantità di dati relativamente limitata;

• la possibilità di molteplici procedure di identificazione che consentano di individuare

modelli parametrici corrispondenti alle sequenze registrate.

Prove con eccitazione impulsiva (vibrazione libera)

L’utilizzo di eccitazioni impulsive ha lo scopo di indurre un moto di vibrazione libera

della struttura mediante un carico di breve durata. Si tratta di una modalità di prova
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ripetibile, in genere facilmente realizzabile e caratterizzata da costo e impegno limitato in

quanto non richiede che brevissime interruzioni del traffico sulla struttura.

Le tecniche di eccitazione più utilizzate prevedono il rilascio di tiranti opportunamente

collegati alla struttura e quindi posti in tensione oppure la caduta di un grave appeso

alla struttura. Qualora tali procedure siano di difficile realizzazione, maggiore attenzione

va posta ad altre modalità esecutive, quali l’urto di una massa incidente o il transito a

bassissima velocità di un autocarro su un adeguato ostacolo o dosso.

Prove con eccitazione forzata artificiale (vibrodina)

In questo tipo di prova la forzante è sotto il diretto controllo dello sperimentatore ed è

prodotta artificialmente mediante opportuni generatori di vibrazioni in grado di produrre

azioni con andamento periodico, sinusoidale a frequenza lentamente variabile o casuale.

I generatori di vibrazioni possono suddividersi, in dipendenza dal loro principio di funzio-

namento, in:

• meccanici

• elettrodinamici

• idraulici

Il campo delle frequenze esplorabili è 1÷ 100 Hz per i generatori meccanici, 5÷ 1000

Hz per le macchine elettrodinamiche, 1÷ 200 Hz per le macchine idrauliche.

Tra i vantaggi delle prove con forzante artificiale va citata la necessità di acquisire una

mole di dati relativamente limitata. Tuttavia l’onere della prova è piuttosto elevato, sia

in termini di costo sia in termini di modalità esecutive della prova stessa.

La modalità di prova più usuale consiste nell’applicare alla struttura una serie di forzanti

sinusoidali di frequenza variabile e registrare la forzante e la risposta in varie stazioni di

misura.
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Prove con eccitazione forzata di tipo ambientale (traffico, vento)

Durante questo tipo di prova viene effettuata la registrazione delle sole risposte strutturali

laddove la forzante (generata dal traffico sulla struttura, dal vento ovvero da altre cause

ambientali come i microsismi) non è sotto il diretto controllo dello sperimentatore. La

crescente diffusione di questa tecnica di prova è in larga misura dovuta alla convenienza

di effettuare i rilievi senza alcuna chiusura al traffico del sistema e per una condizione di

carico che è quella di normale esercizio. Un’ulteriore spinta verso l’impiego dei rilievi am-

bientali proviene dalla relativamente recente disponibilità di sistemi di controllo compatti

e dotati di grandi capacità di memoria di massa per l’acquisizione dei dati.

2.4 Funzioni dell’analizzatore e problemi di analisi

del segnale

Lo strumento base nel campo dell’analisi modale è l’analizzatore di spettro, bicanale nella

configurazione più semplice, che si riferisce ad un sistema SISO ma che può essere a più

canali sia per il segnale di ingresso che per quello di uscita, quando si riferisce ad un si-

stema MIMO. Questo strumento è in grado di calcolare diverse caratteristiche dei segnali

di ingresso e di uscita a partire dal calcolo della trasformata discreta di Fourier e delle

funzioni di densità spettrale.

Il segnale di ingresso viene discretizzato con un convertitore analogico digitale, A/D, e poi

registrato come una successione di N valori intervallati da un tempo di campionamento,

Ts, per un tempo totale di osservazione T pari a T = NTs.

Vi sono delle relazioni che legano fra loro la durata, T, del tempo di osservazione del

segnale, la pulsazione di campionamento, indicata con ωs, il numero di dati nel tempo

che vengono considerati nella misura, indicato con N, il campo di pulsazione che si consi-

dera per lo spettro del segnale, determinato da ωmax e la risoluzione in pulsazione usata

nell’analisi del segnale indicata con ∆ω; in particolare si ha:

ωmax =
ωs

2
=

2πfs

2
=

2πN

2T
=
πN

T
, (2.53)
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∆f =
∆ω

2π
=

2.56π

2πT
=

1.28

T
, (2.54)

nelle quali sono utilizzate le tesi del teorema del campionamento ωs = 2ωmax per evitare il

fenomeno dell’aliasing e l’espressione della risoluzione (o passo) in frequenza ∆ω =
ωmax

N∗
R

in cui N∗
R è il numero di righe spettrali (e cioè i campioni in frequenza della trasformata

forniti dall’algoritmo FFT, i quali sono normalmente in numero pari N∗
R =

N

2.56
).

Il numero dei dati nel tempo che è opportuno acquisire nella misura, indicato con N,

viene fissato, in genere, con la possibilità di scelte diverse a seconda delle caratteristiche

dell’analizzatore: questo numero si riferisce quasi sempre a potenze di due e valori tipici

sono 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768, e quindi il campo di frequenza, ωmax, e la

risoluzione in pulsazione, ∆ω, e in frequenza, ∆f , sono legati alla durata della misura.

Le possibilità offerte dai processori attuali consentono di lavorare con N molto elevati e

di ottenere quindi delle risoluzioni in frequenza molto piccole.

Si osserva dalla 2.54 che in tutti i casi per ottenere dei valori molto piccoli per la risolu-

zione in frequenza bisogna lavorare con tempi di osservazione del segnale molto lunghi; se

si dispone di un numero molto alto di punti di misura si ha il vantaggio di acquisire delle

misure su di un campo di frequenza molto ampio, ma il tempo di osservazione necessario

per ottenere la risoluzione in frequenza fissata è condizionata soltanto dalla 2.53 e quindi

dal tempo di osservazione T.

La necessità di impiegare un tempo di osservazione lungo, per ottenere una buona riso-

luzione in frequenza può diventare un punto critico nella sperimentazione su strutture

caratterizzate da frequenze proprie molto basse. In questo caso infatti la risoluzione in

frequenza necessaria per la misura diviene molto piccola e il tempo di osservazione che

ne consegue diventa praticamente impossibile. Il problema è reso ancora più difficile nel

caso in cui i valori dei coefficienti di smorzamento modale siano molto bassi, a causa del

troncamento del segnale che è ancora rilevante all’interno del tempo di osservazione.

Diversi aspetti dell’analisi digitale danno luogo a problemi che sono collegati con le appros-

simazioni insite nel procedimento di discretizzazione e alla necessità pratica di osservare

il segnale per un tempodi acquisizione finito e molto limitato.

Le problematiche relative sono legate ai problemi generali della trattazione dei segnali che
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vanno molto oltre il campo specifico dell’analisi modale. Questi problemi sono di grande

importanza pratica e la loro conoscenza può essere necessaria per giungere all’acquisizione

e all’impiego di dati sperimentali che siano veramente affidabili.

2.4.1 Aliasing

E’ un fenomeno che è legato al processo di discretizzazione del segnale continuo x(t): se

la frequenza usata per il campionamento del segnale, ωs, è assunta:

ωs = 2ωmax, (2.55)

ma è troppo bassa rispetto alla composizione effettiva in frequenza del segnale si ha un

effetto di distorsione che è dovuto alla presenza significativa delle frequenze proprie del

segnale che sono al di fuori della banda passante prevista dalla scelta della ωs. Questo

porta all’introduzione di componenti false alle basse frequenze che derivano in realtà da

quelle ad alta frequenza fuori banda che vengono riflesse all’interno della banda passante.

Infatti la frequenza di campionamento, scelta in base alla banda passante desiderata, non

è in grado di ricostruire correttamente i segnali con ω > ωmax che vengono erroneamente

interpretati come segnali a frequenza ω∗ < ωmax. La distorsione nello spettro del segnale

si può spiegare col fatto che le componenti che sono state tagliate, che si trovano cioè a

frequenze superiori alla metà delle frequenze di campionamento, vengono ad essere riflesse,

da cui il nome aliasing, nella banda passante scelta per il segnale, compresa tra 0 ed
ωs

2
.

La soluzione a questo problema sta nell’impiego di filtri passa basso che hanno il compito

di eliminare le frequenze presenti nel segnale al di sopra del campo di frequenze che è stato

indicato con la scelta della banda passante. In genere l’impiego di filtri anti aliasing viene

disposto automaticamente con la scelta della banda passante nell’analizzatore in quanto la

presenza di questi filtri è assolutamente necessaria per ottenere dei dati sperimentali che

siano effettivamente utilizzabili nell’analisi modale: questo problema è quindi in genere

trasparente per l’operatore che non deve compiere nessuna operazione per eliminare questo

effetto.
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Figura 2.5: modulo dello spettro teorico di un segnale e sua frequenza di campionamento fissata

ωs [12]

)�f�~y}�^Kn Æ � ¤ ¶|gi_up�}�oh_�p�\koro�_�cY]P\eldld^K_�ld\e_b^;fhs{_Up�f�}�j¨cd\e~yj�nboh\i\	¦m}�\koro�_�p�\koho�_�cd]F\eldld^Y_Á\{­P\eldlYfh`b_�`²nbor}�lYn�ld_senbgi]qfh_yj�nbj�p�_	fhoFcd\e~yjqnbo�\�s{_yj � ^Y\k¦v}�\kj��kn ë
ï �

`uf�\kj�\�p�fhcd]F_ycdld_�nb}�ld_yg	n�lYfhsenbgi\kjmld\Us{_yj«ohn�cYs{\ko�lYn¨cdld\kcYcKn½p�\kohohnU�qnbj�p�nT]qnbcYcYnbjmld\Áj�\koho´³µnbjqnbohf��e�kn�ld_b^Y\�fhj
¦v}�nbj�ld_�ohni]�^K\kcd\kj��kn�pqfI¦m}�\kcdlYfI�qohld^Kf��\�nbcYcY_yoh}�lYnbgi\kjmld\�j�\ks{\kcKcYn�^Kfhn�]P\e^�_bldld\kj�\e^Y\Vp�\kfÄp�n�lYf�cd]F\e^Kfhgi\kjmlYnbohf
sKw�\¨cKfhnbj�_ª\{­P\eldlYf�`�nbgi\kjmld\Â}�lYfhorf��e�kn��qfhohf�j�\koho´³µnbj�nborfhcYfRgi_up�nbo�\b¶»¦m}�\kcYld_ª]q^Y_b�qo�\kg	nÚ�\â¦m}qfhj�p�fRfrj/~b\kj�\e^Y\
¯�ld^Knbcd]�n�^Y\kj�ld\k±T]F\e^�o´³Ò_b]F\e^Kn�ld_b^Y\�sKw�\�j�_yjÂp�\e`b\Gs{_ygi]qfh\e^Y\�j�\kcYcK}�j�n�_b]F\e^Kn��kf�_yj�\�]P\e^�\kohfhg	frj�n�^Y\i¦m}�\kcdld_
\{­F\eldld_��

þ�ÿ('Zÿ�� ÙI��Þ�Ú Þ*�
��Ûb�y��
�����	�
����'����Ü �ÞÝ���������Ý������!R³y}qj � \kj�_ygi\kj�_|sKw�\9�\�o�\e~yn�ld_|nborohnxp�}�^Kn�lYn9ohfrg	f�lYn�lYnCp�\kould\kgi]F_9p�fv_ycYcd\e^Y`�n��kf�_yj�\Rp�\ko�cY\e~yj�nbo�\�\kpinbo � n�ldld_
sKw�\�fho�cd\e~yjqnbo�\btm]F\e^Aornx`²nboh}�lYn��kf�_yj�\�jv}�gi\e^Kfrsen|p�\koho�\Rì�í9ì s{_yjGfro�senbohs{_yo�_�p�\koho�\Rì|ì§��`vfh\kj�\Rs{_yj�cYfhp�\e^Kn�ld_
s{_ygi\T]P\e^;f�_vpqfhs{_½s{_yjÚ}�j ]F\e^Kfh_vp�_¨]qn�^;fRnbo�ld\kgi]F_Âp�fR_ycYcd\e^Y`�n��kf�_yj�\ ��� � \UcKfRs{_yj�cYfhp�\e^Kn½}�j¬cd\e~yjqnbo�\
n�^Kgi_yjqfhs{_icd\kgi]qohfrs{\�\|cd\|ornzpq}�^Kn�lYnVp�\koFld\kgi]F_ip�fP_ycYcd\e^Y`�n��kf�_yj�\	�\9lYnboh\|p�nVs{_b^Y^Kfhcd]F_yj�p�\e^Y\�\kcKn�ldlYnbgi\kj�ld\
s{_yj�fhoF]F\e^Kfh_vp�_Vp�\koIcY\e~yj�nbo�\9_�s{_yj�}qjÁg�}�ohlYf�]qo�_Vfhjmld\e^Y_	p�fF]F\e^Kf�_up�f´tucYfF_bldlYf�\kj�\�o�_icd]F\eldld^Y_	\{­F\eldlYf�`b_�t�s;w�\
j�\kohoÍ³Ò\kcd\kgi]qf�_Á^;f�]F_b^YlYn�ld_TfhjÕ)�fh~�� Æ �@?»�\�s{_ycdlYf�lY}�fhld_Tp�nT}�j�nUcY_yohn�^Kfh~yn�nbohohn � ^Y\k¦v}�\kj��knut . , tZp�\koAcd\e~yjqnbo�\n�^Kgi_yjqfhs{_	cd\kgi]qorfhs{\b� � \�fhjm`b\ks{\�fhoFld\kg	]P_	pqfF_ycYcd\e^Y`�n��kf�_yj�\�j�_yj�s{_b^Y^KfhcY]P_yjqp�\�\kcKn�ldlYnbgi\kj�ld\Vnbo?]F\e^Kf�_up�_
p�\kovcd\e~yj�nbo�\btbs{_ygi\�nÌ`m`uf�\kj�\�fhj�~b\kj�\e^Knbo�\btbcYfvw�n�}�jqn�p�fhcKs{_yj�lYfhjv}�f�la�n�j�\komcY\e~yj�nbo�\%s;w�\�`vfh\kj�\A^Y\kcY_�]F\e^Kf�_up�fhs{_�t
g	n9j�_yjiwqn�`�nbo�_b^Y\Rjv}�ohoh_Cnbohorn���j�\�p�\kou]P\e^;f�_vp�_�\RcYfuw�n9}qj�nxp�fhcdld_b^KcKf�_yj�\�j�\koho�_xcd]F\eldld^Y_��w!AcYcY_xcKfu]�^Y\kcd\kjmlYn
s{_yjT]qfY�}�^Kf�~yw�\btqfhjm`b\ks{\�p�\kohornicd_yohni^Kfh~yn	n � ^Y\k¦v}�\kj��kn . , s;w�\�^Kn�]q]�^Y\kcd\kjmlYn�o�_Gcd]F\eldld^Y_Â¯�`b\e^Y_y±G\�s{_yj�}�j�n¯dp�f®­?}�cYfh_yj�\k±Tpqf%\kj�\e^Y~yfhn½cY}«nbo�ld^Y\Á^;f�~yw�\Áj�\koho�_¨cd]F\eldld^Y_½sKw�\½�\Á]�^Y_Ì`b_usen�lYnÂpqnbohohn�¯dp�fhcYs{_yjmlYfhjv}�f�la�n�±½j�\ko
ld\kgi]F_	p�_a`v}�lYn�nbo?]�^Y_us{\kcYcd_�jv}�gi\e^;fhs{_ip�fF]F\e^Kf�_up�fhsef��e�kn��kf�_yj�\ � _b^Y�kn�lYnu�

ô�Ìx¤

Figura 2.6: modulo dello spettro teorico di un segnale e quello dello spettro effettivo valutato

campionando il segnale con frequenza ωs [12]
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2.4.2 Leakage

E’ un fenomeno legato alla durata limitata del tempo di osservazione del segnale e al

fatto che il segnale, per la valutazione numerica delle FRF con il calcolo delle FFT viene

considerato come periodico con periodo pari al tempo di osservazione T. Se si considera

un segnale armonico semplice e se la durata del tempo di osservazione è tale da corri-

spondere esattamente con il periodo del segnale o con un multiplo intero di periodi, si

ottiene lo spettro effettivo, che nell’esempio riportato in figura 2.7 è costituito da una sola

riga alla frequenza f1 del segnale armonico semplice. Se invece il tempo di osservazione

non corrisponde esattamente al periodo del segnale, come avviene in generale, si ha una

discontinuità per il fatto che segnale reso periodico non ha valore nullo alla fine del perio-

do. Tale discontinuità genera una distorsione nello spettro che si presenta con più righe,

invece della sola riga a fequenza f1 che rappresenta lo spettro vero, e con una diffusione di

energia su altre righe provocata dalla discontinuità nel tempo dovuta al processo numerico

di periodicizzazione forzata.
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Figura 2.7: segnali con relativi spettri discreti: effetto della dispersione [12]
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2.4.3 Finestratura (Windowing)

Con questo procedimento si modifica il segnale di interesse con l’impiego di un altro segnale

del tempo prima di eseguire la trasformata di Fourier in modo da ridurre i problemi di

leakage: si tratta in sostanza di portare a zero il segnale agli estremi del periodo di

osservazione in modo da eliminare la discontinuità nel tempo che si crea per effetto della

periodicizzazione.

Se si indica con w(t) la funzione del tempo che costituisce la finestra, il segnale che viene

analizzato è dato dal prodotto del segnale allo studio, x(t), e della finestra temporale w(t):

xw(t) = x(t)w(t), (2.56)

ovvero, nel dominio delle frequenze:

x̂w(ω) =

∫ +∞

−∞
ŵ(σ)x̂(w − σ) dσ. (2.57)

In un analizzatore sono sempre disponibili funzioni per le finestre temporali, che possono

essere di tipo rettangolare, esponenziale, di Hanning: esse sono scelte in funzione del

tipo disegnale in ingresso. In alcuni sistemi di misura è anche possibile definire a scelta

dell’operatore delle funzioni del tempo da usare come finestre per scopi particolari. In

figura 2.8 sono riportate alcune funzioni classiche. Le quattro finestre più comunemente

impiegate sono definite a partire dalla funzione:

w(t) = a0 − a1 cos(ω0t) + a2 cos(2ω0t)− a3 cos(3ω0t) + a4 cos(4ω0t). per 0 ≤ t ≤ T .

(2.58)

dove ω0 indica la pulsazione fondamentale e i coefficienti ak sono scelti in modo che le

aree determinate dalle diverse finestre siano uguali. Si ottengono cos̀ı (vedi figura 2.9):

• finestra rettangolare: a0 = 1; a1 = a2 = a3 = a4 = 0;

• finestra di Hanning: a0 = a1 = 1; a2 = a3 = a4 = 0;

• finestra di Kaiser-Bessel: a0 = 1; a1 = 1.298; a2 = 0.244; a3 = 0.003; a4 = 0

• finestra flat top: a0 = 1; a1 = 1.933; a2 = 1.286; a3 = 0.388; a4 = 0.32
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Figura 2.8: effetto di diverse finestre su un segnale armonico nel dominio del tempo e delle

frequenze [12]
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Figura 2.9: finestrra rettangolare, di Hanning, di Kaiser-Bessel e flat top

E’ ovvio che la finestra rettangolare pesa in uguale maniera tutti i dati, mentre le altre

finestre oltre a riportare a zero i valori iniziale e finale danno anche una importanza

maggiore ai punti che sono al centro della finestra di osservazione o ai valori iniziali nel

caso della finestra esponenziale.

Per quanto riguarda l’impiego delle diverse finestre a seconda del tipo di segnale si ha:

• segnali periodici: particolarmente adatta la finestra di Hanning mentre quella di

Kaiser-Bessel è adatta per selettività in frequenza e quella flat top per una buona

determinazione in ampiezza;

• segnali impulsivi: particolarmente adatta la finestra rettangolare, insieme a quella

esponenziale; in alcuni casi può essere adoperata quella di Hanning;

• segnali random: viene usata principalmente la finestra di Hanning e in qualche caso

quella di Kaiser-Bessel.
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Capitolo 3

Introduzione alle Trasformate

Wavelets

3.1 Introduzione

Le trasformate Wavelet (WT) si sono rivelate particolarmente utili nell’analisi di segnali

aperiodici, contaminati dal rumore, intermittenti, transitori e cos̀ı via. La peculiarità di

esaminare il segnale contemporaneamente sia nel tempo che in frequenza in modo netta-

mente diverso dalla più classica trasformata breve di Fourier (STFT) ne ha fatto la base

di molti metodi per l’analisi e la manipolazione dei segnali. Attualmente le trasformate

Wavelet sono applicate nello studio di molti fenomeni fisici diversi, dall’analisi dei dati

climatici a quella degli indici finanziari, dal monitoraggio cardiaco a quello strutturale

di organi meccanici in rotazione, dalla riduzione del rumore nei segnali sismici a quel-

lo nelle immagini astronomiche, dalla caratterizzazione di una superficie di frattura alla

caratterizzazione delle fluttuazioni statistiche dei moti turbolenti, dalla compressione di

immagini video a quella di registrazioni di segnali medici e cos̀ı via.

I principi base delle trasformate Wavelet erano noti da tempo [6] (la prima famiglia di

funzioni fu introdotta da Alfred Haar nel 1909), tuttavia la teoria come oggi la si conosce

nacque nei primi anni ‘80 del secolo scorso quando Jean Morlet (era il 1982) sviluppò e

specializzò le funzioni introdotte da Gabor nel 1946 allo studio dei segnali sismici.
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Il resto deli anni ‘80 ha visto l’interesse nel campo delle Wavelet rimanere interno ad

una comunità abbastanza ristretta, composta per lo più da matematici. L’applicazione

delle trasformate Wavelet nella scienza e nell’ingegneria iniziò a crescere agli inizi degli

anni ‘90 e gli anni recenti hanno visto la pubblicazione di più di mille articoli su tutte le

applicazioni del metodo.

3.2 Le trasformate Wavelet

L’analisi Wavelet usa funzioni oscillatorie (Wave) compatte (let). Quella di funzioni

oscillatorie localizzate è effettivamente la definizione più precisa delle Wavelet.

La figura 3.1(a) illustra alcuni esempi di funzioni comunemente impiegate. Le Wa-

velet sono usate per manipolare il segnale in modo da evidenziarne le caratteristiche in

una forma più comoda. Tale trasformazione del segnale è conosciuta come trasformata

Wavelet. In termini matematici corretti la trasformata Wavelet è una convoluzione della

funzione Wavelet con il segnale.

Le Wavelet possono essere manipolate in due modi: possono essere traslate in varie posi-

zioni temporali del segnale (vedi fig. 3.1 (b)) e possono essere allungate o accorciate (vedi

fig. 3.1 (c)).

La figura 3.2 illustra schematicamente la trasformata che, fondamentalmente, quanti-

fica la coincidenza locale tra funzione e segnale. Se la funzione approssima bene la forma

del segnale a un particolare valore del parametro di scala e in una particolare posizione

temporale, come si vede nella parte alta di figura 3.2, allora si otterrà un valore alto della

trasformata. Se invece la funzione e il segnale non coincidono molto bene si otterrà per

la trasformata un valore basso. Il valore della trasformata è localizzato nel piano in basso

nella figura 3.2, evidenziato con un punto nero. La trasformata è calcolata a vari istanti

del segnale per vari parametri di scala della funzione, in modo da coprire tutto il piano:

questo può essere fatto in modo continuo nel caso della trasformata Wavelet continua

(CWT) o per passi discreti nel caso della trasformata Wavelet discreta (DWT).
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Figura 3.2: La funzione, il segnale e la trasformata [9]
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3.3 Le trasformate Wavelet continue

La trasformata Wavelet di un segnale continuo relativa ad una particolare funzione è

definita come:

T (a, b) = w(a)

∫ +∞

−∞
x(t)ψ∗

(
t− b

a

)
dt, (3.1)

dove a è il parametro di scala, b il parametro di posizione sull’asse dei tempi, w(a) è

una funzione di normalizzazione che si assume, tipicamente, pari a 1√
a

per motivi di

conservazione dell’energia (assicura cioè che le wavelets abbiano la stessa energia per ogni

valore del parametro di scala) e l’asterisco indica il complesso coniugato. A volte viene

usato anche w(a)=1
a ma è bene specificare che tale parametro può essere scelto dall’utente

nel modo più appropriato per il problema che sta trattando [5]. Quindi la trasformata si

scrive:

T (a, b) =
1√
a

∫ +∞

−∞
x(t)ψ∗

(
t− b

a

)
dt. (3.2)

Questa è la trasformata Wavelet continua o CWT. In questa equazione il prodotto della

funzione e del segnale è integrato nel campo di variabilità del segnale. In termini mate-

matici questa operazione è una convoluzione. La funzione normalizzata è spesso scritta

più compattamente come:

ψa,b(t) =
1√
a
ψ

(
t− b

a

)
, (3.3)

quindi la trasformazione integrale si può scrivere:

T (a, b) =

∫ +∞

−∞
x(t)ψ∗a,b dt. (3.4)
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Si può esprimere la trasformata in modo ancora più compatto come prodotto scalare:

T (a, b) = 〈x, ψa,b〉. (3.5)

3.4 Proprietà delle funzioni

Per essere classificata come Wavelet una funzione deve soddisfare alcune proprietà mate-

matiche:

1. una Wavelet deve avere energia finita:

E =

∫ +∞

−∞
|ψ(t)|2 dt <∞, (3.6)

dove E è l’energia, uguale all’integrale della sua ampiezza al quadrato, e le | |
rappresentano l’operatore modulo che dà l’ampiezza della ψ(t).

2. se ψ̂(f) è la trasformata di Fourier di ψ(t), cioè:

ψ̂(f) =

∫ +∞

−∞
ψ(t)e−2iπft dt, (3.7)

allora deve valere la seguente condizione:

Cg =

∫ +∞

0

|ψ̂(f)|
2

f
df <∞. (3.8)

Tale condizione ha le seguenti implicazioni:

• la trasformata di Fourier della ψ(t) si annulla quando la frequenza è nulla;

ψ̂(0) = 0, (3.9)

• le funzioni Wavelets hanno lo spettro di un filtro passa-banda.
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La proprietà espressa nell’equazione 3.9 significa anche che la funzione ψ(t) ha media

nulla: ∫ +∞

−∞
ψ(t) dt = 0. (3.10)

L’equazione 3.8 costituisce la condizione di ammissibilità e Cg è la costante di

ammissibilità. Il valore di Cg dipende dal tipo di wavelet scelta;

3. Una funzione Wavelet deve essere regolare e compatta sia nel dominio del tempo

che in quello delle frequenze: questa proprietà è nota come condizione di regolarità.

Per spiegare tale proprietà si ricorre al concetto dei momenti nulli. Se si sviluppa

l’espressione 3.1 in serie di Taylor di punto iniziale 0 fino all’ordine n e ammettendo

b = 0, per semplicità, si ottiene:

T (a, 0) =
1√
a

[ n∑
p=0

x(p)(0)

∫
tp

p!
ψ

(
t

a

)
dt+O(n+ 1)

]
. (3.11)

Nell’espressione ora scritta x(p) è la derivata pma di x e O(n + 1) è il resto dello

sviluppo. Se definiamo momento pmo della funzione Wavelet la quantità:

Mp =

∫
xpψ(t) dt, (3.12)

si può riscrivere la 3.11 nella sua forma finale:

T (a, 0) =
1√
a

[
f(0)M0a+

x(1)(0)

1!
M1a

2 +
x(2)(0)

2!
M2a

3 + . . .+
x(n)(0)

n!
Mna

n+1 +O(an+2)

]
.

(3.13)

Dalla condizione di ammissibilità si era trovato che M0 =0 cosicché il primo termine

nel lato destro dell’equazione 3.13 è nullo. Se adesso si impone che anche gli altri

momenti fino all’ordine n siano nulli, i coefficienti T (a, b) tenderanno a zero come

an+2 per un segnale regolare x(t). Questa proprietà è nota in letteratura come

proprietà dei momenti nulli o dell’ordine di approssimazione. Infatti se una funzione

ha n momenti nulli allora anche l’ordine di approssimazione della trasformata è n.

I momenti non devono essere esattamente nulli, basta che siano sufficientemente
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piccoli. I risultati sperimentali mostrano che il numero di momenti nulli necessario

dipende dal tipo di applicazione che si sta studiando.

Riassumendo, la condizione di ammissibilità garantisce che la funzione sia oscillatoria

(Wave), la regolarità ed i momenti nulli ne assicurano il rapido smorzamento (let); tutte

e due insieme ci danno le Wavelet.

3.5 La trasformata Wavelet inversa

Come per la trasformata di Fourier esiste anche una trasformata Wavelet inversa, definita

come:

x(t) =
1

Cg

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

T (a, b)ψa,b(t)
da db

a2
. (3.14)

Questa operazione permette di ricostruire il segnale a partire dalla sua trasformata Wave-

let, per integrazione su tutti i parametri di scala “a” e su tutte le posizioni temporali “b”.

Si noti che per la trasformata inversa si usa la funzione Wavelet coniugata di quella usata

per la trasformata diretta. Se si limita l’integrazione ad un insieme limitato di valori del

parametro di scala “a” si realizza un semplice filtraggio del segnale originale.

Le figure 3.3 e 3.4 illustrano questo modo di operare su una porzione di segnale ottenuta

per sovrapposizione di due segnali sinusoidali, uno di frequenza quadrupla dell’altro, più

un rumore localizzato. La trasformata del segnale composto di figura 3.3(d) (figura 3.3(e))

mostra le due frequenze principali ai valori del parametro di scala a1 e a2. In aggiunta il

rumore ad alta frequenza è evidenziato come una macchia nel quadrante superiore destro

del piano della trasformata.

La figura 3.4 mostra due ricostruzioni del segnale partendo da una trasformata in cui sono

state annullate le componenti al di sopra della linea bianca indicata. In effetti ciò significa

ricostruire il segnale usando la formula:

x(t) =
1

Cg

∫ +∞

−∞

∫ +∞

a∗
T (a, b)ψa,b(t)

da db

a2
, (3.15)
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ovvero integrando su un insieme ristretto di valori del parametro di scala a∗ < a <∞.

L’estremo inferiore di integrazione, a∗, rappresenta il valore di soglia indicato nella figura

da una linea bianca. La riduzione dell’effetto del rumore sul segnale ricostruito è evidente

alzando il valore di soglia.
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Figura 3.3: Un segnale composto e la sua trasformata: (a) Segnale sinusoidale. (b)

Segnale sinusoidale con frequenza quadrupla di quello in (a). (c) Rumore ad alta frequenza.

(d)S egnale composto ottenuto combinando i segnali (a),(b),(c). (e) La trasformata Wavelet del

segnale composto (d). [9]
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Figura 3.4: Filtraggio di un segnale composto (a )Le componenti oltre la linea, corrispon-

denti a bassi valori del parametro di scala (alte frequenze), sono rimosse dalla trasformata. (b)

Segnale ricostruito dalla trasformata in (a): si nota ancora la presenza del rumore. (c) Elimina-

zione di un maggior numero di componenti corrispondenti a bassi valori del parametro di scala.

(d) Segnale ricostruito dalla trasformata in (c): il rumore è stato eliminato del tutto. [9]
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3.6 Le funzioni Wavelet discrete

La trasformata Wavelet, come è stata definita nell’equazione 3.1, traccia una rappre-

sentazione bidimensionale (tempo-scala) di un segnale monodimensionale. Questo tipo

di rappresentazione è altamente ridondante e quindi incompatibile con la maggior parte

delle applicazioni pratiche, il cui scopo è quello di fornire una descrizione completa del

segnale originale con il minimo numero possibile di informazioni. Per risolvere questo

problema si sono introdotte le trasformate Wavelet discrete (DWT). Quando certe ipotesi

matematiche sono soddisfatte è possibile ricostruire completamente il segnale originale

calcolando somme di un numero discreto di coefficienti anziché integrali continui come nel

caso delle CWT. Sotto le stesse ipotesi inoltre si arriva alla formulazione di un algoritmo

particolarmente efficiente per il calcolo rapido della trasformata e della sua inversa.

Per ottenere una rappresentazione della funzione discreta si parte dall’espressione della

funzione continua 3.3 e si discretizzano i valori dei parametri di scala a e di posizione

b. Il modo più naturale di campionare i parametri è quello di usare una discretizzazio-

ne logaritmica del parametro di scala a e di legarla all’intervallo di campionamento del

parametro di posizione b. Questo tipo di discretizzazione della Wavelet ha la forma:

ψm,n(t) =
1√
am

0

ψ

(
t− nb0a

m
0

am
0

)
, (3.16)

dove m e n sono due numeri interi che controllano, rispettivamente, la dilatazione e la

traslazione della funzione; a0 è un parametro di dilatazione prefissato di valore maggio-

re dell’unità e b0 è il parametro di posizione che deve essere maggiore di zero. I valori

usualmente adottati per i parametri a0 e b0 sono 2 e 1 rispettivamente (metodo di cam-

pionamento binario). I parametri di controllo m ed n possono assumere sia valori positivi

che negativi. Dall’equazione 3.16 si vede che l’ampiezza del passo di posizione, ∆b = b0a
m
0 ,

è direttamente proporzionale al parametro di scala am
0 .

La trasformata Wavelet di un segnale continuo, x(t), usando una funzione discreta del

tipo di quella in equazione 3.16, è quindi:

Tm,n =

∫ +∞

−∞
x(t)

1

a
m/2
0

ψ(a−m
0 t− nb0) dt, (3.17)
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che può anche esprimersi come prodotto scalare:

Tm,n = 〈x, ψm,n〉, (3.18)

dove Tm,n sono i valori discreti della trasformata valutati su una griglia scala-posizione di

indici m ed n.

Quindi, usando funzioni Wavelets discrete per trasformare un segnale continuo, si ottiene

una decomposizione del segnale in serie di funzioni Wavelet i cui coefficienti sono appunto

Tm,n. Un aspetto importante di questo schema di decomposizione è certamente la questio-

ne della ricostruzione del segnale. Daubechies [7] ha dimostrato che condizione necessaria

e sufficiente perchè sia possibile una ricostruzione stabile del segnale è che l’energia dei

coefficienti della trasformata Wavelet sia compresa entro un certo intervallo dell’energia

del segnale originale, cioè:

AE ≤
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

∣∣T 2
m,n

∣∣ ≤ BE, (3.19)

essendo Tm,n i coefficienti discreti della trasformata, E l’energia del segnale originale (sup-

posta finita), A e B due numeri positivi, non dipendenti dal segnale, che definiscono gli

estremi dell’intervallo. I valori di A e di B dipendono sia dai valori adottati per i parame-

tri a0 e b0 sia dal tipo di funzione Wavelet impiegata. Nel caso particolare che sia A = B

la formula inversa assume una espressione particolarmente semplice data da:

x(t) =
1

A

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Tm,nψm,n(t). (3.20)

Se invece A non è uguale a B l’espressione della formula inversa assume la forma:

x
′
(t) =

2

A+B

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Tm,nψm,n(t), (3.21)

dove il segnale x
′
(t) differisce da x(t) di un errore che dipende dal rapporto B

A . Per le

applicazioni pratiche tale errore diviene tanto più accettabile quanto più il rapporto B
A è

prossimo all’unità.
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3.7 Le Wavelet come filtri passa-banda

Anche avendo discretizzato le funzioni Wavelet si ha ancora bisogno di un numero infinito

di dilatazioni e traslazioni per calcolare la trasformata. Il modo più semplice per superare

il problema è quello di usare un numero finito di funzioni Wavelet discrete. Certamente

questa soluzione pone il problema di valutare la qualità della trasformata. E’ possibile

ridurre il numero di funzioni Wavelet e ottenere un buon risultato in termini di analisi

del segnale?

La posizione delle Wavelets sull’asse dei tempi è vincolata dalla durata del segnale da ana-

lizzare. Questa considerazione fornisce l’estremo superiore per parametro di traslazione,

ma lascia aperta la questione della dilatazione: di quanti valori del parametro di scala si

ha bisogno per analizzare un segnale? Si può rispondere a questa domanda esaminando

la trasformata Wavelet da un altro punto di vista.

Si è detto che la condizione di regolarità, 3.9, implica che la funzione wavelet abbia nel

dominio delle frequenze lo spettro di un filtro passa-banda. Con la discretizzazione adot-

tata i parametri di posizione dipendono dalla potenza di a0. Ma che cosa accade quando

un segnale è compresso nel tempo? Dalla teoria di Fourier è noto che comprimere nel

tempo equivale ad amplificare lo spettro e a traslarlo in avanti:

F [x(at)] =
1

|a|
F

(ω
a

)
. (3.22)

Ciò significa che una compressione nel tempo di un fattore 2 amplifica lo spettro delle

frequenze delle Wavelet di un fattore 2 e trasla anche tutte le componenti di frequenza ad

un valore doppio di quello originale. Usando questa proprietà si può pensare di coprire

l’intero spettro del segnale in esame con gli spettri dilatati delle Wavelets, scegliendo la

funzione di partenza in modo tale che i filtri passa-banda formino una catena nella quale

ogni filtro si sovrappongta leggermente a quello che lo precede e a quello che lo segue

(vedi figura 3.5).

Quindi, riassumendo, se una funzione Wavelet può essere vista come un filtro passa-

banda una serie di Wavelet dilatate può essere vista come un serie di filtri passa-banda.

62



A Really Friendly Guide to Wavelets – © C. Valens, 1999 – c.valens@mindless.com

10

Even with discrete wavelets we still need an infinite number of scalings and translations to calculate the wavelet

transform. The easiest way to tackle this problem is simply not to use an infinite number of discrete wavelets. Of

course this poses the question of the quality of the transform. Is it possible to reduce the number of wavelets to

analyze a signal and still have a useful result?

The translations of the wavelets are of course limited by the duration of the signal under investigation so that we

have an upper boundary for the wavelets. This leaves us with the question of dilation: how many scales do we need

to analyze our signal? How do we get a lower bound? It turns out that we can answer this question by looking at the

wavelet transform in a different way.

If we look at (5) we see that the wavelet has a band-pass like spectrum. From Fourier theory we know that

compression in time is equivalent to stretching the spectrum and shifting it upwards:






 ω=

a
F

a
atfF

1
)}({ . (14)

This means that a time compression of the wavelet by a factor of 2 will stretch the frequency spectrum of the wavelet

by a factor of 2 and also shift all frequency components up by a factor of 2. Using this insight we can cover the finite

spectrum of our signal with the spectra of dilated wavelets in the same way as that we covered our signal in the time

domain with translated wavelets. To get a good coverage of the signal spectrum the stretched wavelet spectra should

touch each other, as if they were standing hand in hand (see figure 2). This can be arranged by correctly designing

the wavelets.

Figure 2

Touching wavelet spectra resulting from scaling of the mother wavelet in the time domain.

Summarizing, if one wavelet can be seen as a band-pass filter, then a series of dilated wavelets can be seen as a

band-pass filter bank. If we look at the ratio between the center frequency of a wavelet spectrum and the width of

this spectrum we will see that it is the same for all wavelets. This ratio is normally referred to as the fidelity factor Q

of a filter and in the case of wavelets one speaks therefore of a constant-Q filter bank.

6. Intermezzo: a constraint

As an intermezzo we will now take a look at an important constraint on our signal, which has sneaked in during the

last section: the signal to analyze must have finite energy. When the signal has infinite energy it will be impossible to

cover its frequency spectrum and its time duration with wavelets. Usually this constraint is formally stated as

Figura 3.5: Intersezione degli spettri delle funzioni ottenuta scalando opportunamente la

funzione di partenza nel dominio del tempo. [10]

3.8 Le funzioni di scala

Coprire lo spettro fino a zero è un problema tutt’altro che semplice: ogni volta che si

dilata una funzione wavelet nel dominio del tempo di un fattore 2 la sua larghezza di

banda si dimezza. In altre parole per ogni dilatazione nel dominio del tempo si copre solo

metà dello spettro di frequenza rimanente, il che significa che si ha bisogno di un numero

infinito di dilatazioni per coprire tutto lo spettro.1

La soluzione a questo problema è quella di non cercare di coprire lo spettro fino a zero

con gli spettri delle funzioni wavelet, ma di usare una sorta di funzione di “chiusura” per

coprire il vuoto di frequenze quando questo è sufficientemente piccolo. Queste funzioni di

“chiusura” hanno dunque uno spettro passa-basso e sono chiamate in letteratura funzioni

di scala.

Se si considera la funzione di scala come se fosse solo un segnale con uno spettro

passa-basso, la si potrebbe scomporre in serie di wavelet ed esprimerla nel modo seguente:

φ(t) =
∑
m,n

Tm,nψm,n(t) (3.23)

Dal momento che si sceglie la funzione di scala in modo tale che il suo spettro copra

precisamente la parte di spettro lasciata scoperta dalle wavelets, l’espressione 3.23 usa un

1Per andare da A a B si deve percorrere prima la metà della distanza; ma prima ancora la metà della

metà e ancora prima la metà della metà della metà e cos̀ı via. In altre parole non si arriverà mai in B

perchè bisogna percorrere un numero infinito di distanze che sono l’una la metà della successiva. Questo

è il famoso paradosso di Zenone di Elea (circa 490− 430 AC)
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∫ ∞<dttf
2

)( , (15)

and it is equivalent to stating that the L2-norm of our signal ƒ(t) should be finite. This is where Hilbert spaces come

in so we end our intermezzo by stating that natural signals normally have finite energy.

7. The scaling function6

The careful reader will now ask him- or herself the question how to cover the spectrum all the way down to zero?

Because every time you stretch the wavelet in the time domain with a factor of 2, its bandwidth is halved. In other

words, with every wavelet stretch you cover only half of the remaining spectrum, which means that you will need an

infinite number of wavelets to get the job done7.

The solution to this problem is simply not to try to cover the spectrum all the way down to zero with wavelet spectra,

but to use a cork to plug the hole when it is small enough. This cork then is a low-pass spectrum and it belongs to the

so-called scaling function. The scaling function was introduced by Mallat [Mal89a]. Because of the low-pass nature

of the scaling function spectrum it is sometimes referred to as the averaging filter.

Figure 3

How an infinite set of wavelets is replaced by one scaling function.

If we look at the scaling function as being just a signal with a low-pass spectrum, then we can decompose it in

wavelet components and express it like (13):

∑ ψγ=ϕ
kj

kj tkjt
,

, )(),()( . (16)

Since we selected the scaling function ϕ(t) in such a way that its spectrum neatly fitted in the space left open by the

wavelets, the expression (16) uses an infinite number of wavelets up to a certain scale j (see figure 3). This means

                                                          
6 Note that our introduction of the scaling function differs from the usual introduction through multiresolution analysis. We
believe that by doing it this way we keep our story gripping.   
7 When you want to go from A to B you first have to travel half the distance. But before you reach this half-way point you have to
travel half of half the distance. But before you reach this quarter-way point you have to travel half of half of half the distance, etc..
In other words, you will never arrive in B because you have to travel to an infinite number of half-way points. This is the famous
dichotomy paradox by Zeno of Elea (approx. 490-430 BC).

j = nj = n+3 j = n+2 j = n+1

ωn /8 ωn /4 ωn /2 ωn

scaling function spectrum (ϕ)
(cork) wavelet spectra (Ψ)

ω

Figura 3.6: Come una serie infinita di wavelets è rimpiazzata da una funzione di scala. [10]

numero infinito di wavelets fino ad un certo valore j del parametro di scala (vedi figura

3.6). Questo significa che se si analizza il segnale attraverso una combinazione di funzioni

di scala e di wavelets, le funzioni di scala tengono di per sé conto dello spettro altrimenti

coperto da tutte le wavelets fino al valore j del parametro di scala, mentre il resto è

coperto dalle wavelets. In questo modo si limita il numero di wavelets da un numero

infinito ad uno finito.

L’introduzione delle funzioni di scala ha consentito di superare il problema del numero

infinito di wavelets e di determinarne il numero minimo. L’utilizzo di una funzione di

scala al posto di una wavelet comporta però perdita di informazioni. Questo non vuol

dire che si perdano informazioni necessarie alla ricostruzione del segnale nella sua forma

originale, ma che si possano perdere informazioni connesse ai parametri di scala più alti

(basse frequenze). La larghezza dello spettro delle funzioni di scala è dunque un parametro

importante nella concezione delle trasformate wavelet. Più stretto è lo spettro e più alto è

il numero dei coefficienti wavelet da calcolare e quindi maggiore è il numero di informazioni

che si hanno. Come è facile supporre ci sono limitazioni pratiche al numero di coefficienti

wavelet che si possono gestire.

Lo spettro passa-basso della funzione di scala permette di scrivere una sorta di condizione

di ammissibilità anche per queste funzioni:

∫ +∞

−∞
φ(t) dt = 1, (3.24)
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che mostra che il momento di ordine 0 della funzione di scala non può annullarsi.

Riassumendo, una funzione wavelet può essere vista come un filtro passa-banda ed

una funzione di scala come un filtro passa-basso; una serie di wavelet “dilatate” insieme

ad una funzione di scala possono essere viste come una serie di filtri.

3.9 L’algoritmo multirisoluzione

Se si pensa alla trasformata wavelet come ad una serie di filtri allora si può pensare che

effettuare la trasformata di un segnale equivalga a filtrare il segnale attraverso questa

serie. L’uscita dai vari livelli della serie sono i coefficienti delle trasformate delle funzioni

wavelet e di quelle di scala. Analizzare un segnale passandolo attraverso una successione

di filtri non è un’idea nuova ed è conosciuta da molti anni come metodo per sottobande. La

sequenza di filtri necessaria nel metodo per sottobande può essere ottenuta in vari modi.

Uno è quello di costruire molti filtri passa-basso per dividere lo spettro in bande (sotto-

bande) di frequenza. A Really Friendly Guide to Wavelets – © C. Valens, 1999 – c.valens@mindless.com
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Figure 4

Splitting the signal spectrum with an iterated filter bank.

The filter bank needed in subband coding can be built in several ways. One way is to build many band-pass filters to

split the spectrum into frequency bands. The advantage is that the width of every band can be chosen freely, in such a

way that the spectrum of the signal to analyze is covered in the places where it might be interesting. The

disadvantage is that we will have to design every filter separately and this can be a time consuming process. Another

way is to split the signal spectrum in two (equal) parts, a low-pass and a high-pass part. The high-pass part contains

the smallest details we are interested in and we could stop here. We now have two bands. However, the low-pass part

still contains some details and therefore we can split it again. And again, until we are satisfied with the number of

bands we have created. In this way we have created an iterated filter bank. Usually the number of bands is limited by

for instance the amount of data or computation power available. The process of splitting the spectrum is graphically

displayed in figure 4. The advantage of this scheme is that we have to design only two filters, the disadvantage is that

the signal spectrum coverage is fixed.

Looking at figure 4 we see that what we are left with after the repeated spectrum splitting is a series of band-pass

bands with doubling bandwidth and one low-pass band. (Although in theory the first split gave us a high-pass band

and a low-pass band, in reality the high-pass band is a band-pass band due to the limited bandwidth of the signal.) In

other words, we can perform the same subband analysis by feeding the signal into a bank of band-pass filters of

which each filter has a bandwidth twice as wide as his left neighbor (the frequency axis runs to the right here) and a

low-pass filter. At the beginning of this section we stated that this is the same as applying a wavelet transform to the

signal. The wavelets give us the band-pass bands with doubling bandwidth and the scaling function provides us with

the low-pass band. From this we can conclude that a wavelet transform is the same thing as a subband coding scheme

Figura 3.7: Divisione dello spettro del segnale usando un banco di filtri iterativo. [10]

Il vantaggio di tale modo di procedere è che la larghezza di ogni banda può essere scelta

liberamente, in modo da coprire lo spettro del segnale laddove interessa. Lo svantaggio è
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che si deve progettare ogni filtro separatamente e questo può essere un processo oneroso in

termini di tempo macchina. Un altro modo è dividere lo spettro del segnale in due parti

uguali, una a bassa frequenza e una ad alta frequenza. La parte ad alta frequenza contiene

i dettagli del segnale cui si è interessati e non è necessario operare ancora su di essa. La

parte a bassa frequenza contiene alcuni dettagli e può essere ancora divisa. Si procede in

questo modo finchè non si è soddisfatti del numero di livelli di filtri che si è creato. In

questo modo si è costruita una serie di filtri iterativi. Di solito il numero di bande che

si possono costituire è limitato dal numero dei dati campionati o dalla potenza di calcolo

disponibile. Il processo di divisione diadica dello spettro è illustrato schematicamente in

figura 3.7. Il vantaggio di tale modo di operare è che si devono progettare solo due filtri,

lo svantaggio è che la copertura dello spettro del segnale è fissa.

Guardando la figura 3.7 si vede che quello che rimane dopo la divisione ripetuta dello

spettro è una serie di bande passa-alto con larghezza di banda che si raddoppia e una banda

passa-basso. In altre parole si può condurre la stessa analisi per sottobande inserendo il

segnale in un banco di filtri passa-banda in cui la larghezza di banda di ciascun filtro è

doppia di quella del filtro che gli sta a sinistra (l’asse delle frequenze cresce verso destra)

e un filtro passa-basso. All’inizio di questo paragrafo si è detto che lo stesso risultato

si ottiene facendo la trasformata wavelet del segnale: le wavelets danno le bande passa-

alto con larghezza di banda che raddoppia e la funzione di scala la banda passa-basso.

Da questa considerazione si può concludere che una trasformata wavelet è identica allo

schema di analisi per sottobande. In genere questo tipo di analisi si identifica col nome

di analisi multirisoluzione.

3.10 Le trasformate Wavelet discrete

Nella maggior parte delle applicazioni pratiche i segnali da analizzare sono campionati.

Per poter applicare i risultati della teoria sin qui esposta a un segnale campionato bisogna

rendere discreta anche la trasformata wavelet: infatti le funzioni wavelet discrete sono tali

per quanto riguarda i parametri di traslazione e di scala, non per la loro dipendenza dal

tempo (che è ancora continua). Si dimostra [10] che il calcolo della trasformata wavelet

discreta (DWT) si realizza implementando la serie di filtri wavelet come una serie di filtri
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digitali.

3.11 Le funzioni wavelet di Daubechies

In questa sezione si esaminerà una famiglia di funzioni wavelet discrete, le funzioni di

Daubechies.

Queste funzioni sono definite in un breve intervallo di tempo e inoltre sono dotate di

un certo grado di regolarità. Queste due proprietà sono caratterizzate matematicamente

tramite un parametro, il coefficiente di scala Nk.

La compattezza del dominio della funzione implica che il numero di coefficienti di scala

Nk sia finito; la regolarità delle wavelet è associata invece alla condizione di annullamento

dei momenti che, in termini di coefficienti di scala, si scrive:

Nk−1∑
k=0

(−1)k ck k
m = 0, (3.25)

dove m = 0, 1, 2 . . . , Nk
2 − 1. Se queste wavelets hanno Nk

2 momenti nulli significa che

approssimano bene le parti del segnale assimilabili a polinomi di grado Nk
2 − 1.

In figura 3.8 sono rappresentate alcune funzioni di Daubechies e le loro funzioni di

scala con i rispettivi spettri. Si è soliti individuare questa particolare famiglia di wavelet

con “Dx” dove ‘D’ sta per Daubechies e ‘x’ è il numero che indica i coefficienti di scala:

D2 (nota anche come Haar wavelet) significa una funzione wavelet di Daubechies con 2

coefficienti di scala, D4 significa una funzione wavelet di Daubechies con 4 coefficienti di

scala e cos̀ı via fino alla D20. L’intervallo di definizione delle wavelets di Daubechies è

pari a Nk−1, cioè la D2 (Haar) wavelet ha un intervallo di definizione unitario, la D4 di 3

unità, la D6 di 5 e cos̀ı via. Dalla figura 3.8 si vede che la funzione di scala lascia passare

le basse frequenze (agisce come un filtro passa-basso) e la wavelet associata lascia passare

le alte frequenze (agisce come un filtro passa-alto). In più si nota la natura oscillatoria

degli spettri, con i picchi successivi al primo che diminuiscono in ampiezza dalle basse

verso le alte frequenze. L’ampiezza di picchi secondari si riduce all’aumentare del numero

dei coefficienti di scala e quindi il numero di momenti nulli aumenta.
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Figura 3.8: Alcuni esempi di funzioni di Daubechies e funzioni di scala col loro

spettro di energia. Tutte le wavelets e le funzioni di scala sono rappresentate nel loro intervallo

di definizione, al di fuori del quale si annullano.
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La tabella di figura 3.9 riporta il valore dei coefficienti di scala delle funzioni da D2 a

D20.
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Figura 3.9: I coefficienti della famiglia delle wavelet di Daubechies, da D2 a D20. [9]

Noto il valore dei coefficienti di scala si è in grado di calcolare direttamente le funzioni

di scala e le wavelets e quindi la trasformata. Tuttavia si preferisce usare i coefficienti

di scala non per effettuare il calcolo diretto della trasformata ma per la sua valutazione

tramite l’algoritmo multirisoluzione (di cui si riporta lo schema di calcolo in figura 3.10).
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Figura 3.10: Algoritmo multirisoluzione. Schema di calcolo della trasformata wavelet

tramite l’algoritmo multirisoluzione (nell’esempio illustrato è impiegata una funzione D4). [9]
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Capitolo 4

Analisi dinamica del ponte di Vara

4.1 Introduzione

Prima di condurre una campagna di misure dinamiche su strutture al vero è necessario

fare una analisi numerica agli elementi finiti della struttura in studio. L’analisi numerica

preliminare è una fase imprescindibile e molto importante all’interno del procedimento di

identificazione strutturale. Da essa si ricava infatti l’ordine di grandezza delle frequenze

di risonanza che si andranno a misurare e la forma delle deformate modali.

Su tali informazioni si incentra, almeno da un punto di vista teorico, la progettazione della

prova dinamica da svolgere in situ, condizionando esse sia la scelta del tipo di forzante che

il tipo di strumentazione da utilizzare, nonché la disposizione spaziale della strumentazione

stessa. Infatti si dovrà scegliere, compatibilmente con le esigenze logistiche, una forzante il

cui contenuto in frequenza sia il più ricco possibile nell’intervallo di interesse e si dovranno

registrare i segnali a una frequenza di campionamento sufficientemente elevata in modo

da evitare problemi di aliasing. Tale valore di frequenza deve essere pari almeno al doppio

della massima frequenza che interessa misurare (teorema del campionamento). In pratica

si assume

∆fs = 2.5fmax. (4.1)
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Si dovrà quindi disporre di un apparato strumentale dotato di sufficiente sensibilità nel-

l’intervallo di frequenze di interesse o, qualora la strumentazione a disposizione non con-

sentisse il rispetto dell’uguaglianza 4.1, prevedere l’impiego di filtri anti-aliasing.

Inoltre, le registrazioni delle accelerazioni, delle velocità, dello spostamento dovranno es-

sere effettuate nei punti dove ci si aspetta che assumano il loro valore massimo per una

certa deformata modale.

Oggetto della presente tesi di Laurea è stato l’analisi dei dati acquisiti durante una prova

dinamica condotta in precedenza sul ponte. Per completezza di informazioni si riporta in

questo capitolo una descrizione della modalità di esecuzione delle prove e della strumen-

tazione utilizzata per l’acquisizione dei dati, ribadendo però che tale fase del processo di

identificazione dinamica è precedente al presente lavoro e ne costituisce la parte iniziale.

4.2 Conduzione delle prove

La struttura oggetto delle prove è un ponte stradale in muratura a cinque arcate, con

archi di contrafforte nelle tre campate centrali (fig. 4.1).

Le sollecitazioni dinamiche sono state generate dall’impatto degli assi di un autocarro in

movimento (fig. 4.2), fatto passare sopra una pedana metallica posta sulla pavimentazione

stradale, trasversalmente all’asse della carreggiata. La campagna sperimentale è consistita

nel sollecitare dinamicamente il ponte in 27 posizioni diverse, e nel registrare ogni volta le

accelerazioni indotte da tali sollecitazioni in punti ubicati sull’impalcato e su di una pila.

I pesi degli assi dell’autocarro risultavano pari a 7100 kg e 18680 kg, rispettivamente

per l’asse anteriore e per quello posteriore. La pedana utilizzata ha le caratteristiche

geometriche illustrate in fig. 4.3.

Sono state effettuate complessivamente 27 prove, disponendo alternativamente la pedana

nelle posizioni contrassegnate con le lettere da A ad I nella fig. 4.1.

Durante ciascuna prova, presso tre punti della struttura, contrassegnati con i numeri da

1 a 19 nella fig. 4.1, sono state effettuate le registrazioni delle accelerazioni in direzione

trasversale, longitudinale e verticale.
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Figura 2 – Posizione degli strumenti e della pedana sul ponte 

Figura 4.1: Posizione degli strumenti e della pedana sul ponte
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4. RISULTATI 

I risultati delle prove sono illustrati nei grafici riportati nel seguito, in termini di accelerazioni 

registrate in funzione del tempo. 

In ciascun grafico è riportata la parte significativa della registrazione, ovvero sono omesse le parti 

di registrazione effettuate in fase di quiete prima dell'impatto dell'autocarro sulla pavimentazione e 

ad oscillazioni esaurite. 

 

 
Figura 3 – L'autocarro e le pedane utilizzate per le prove 

 

 
Figura 4 – Gruppo di tre accelerometri

Figura 4.2: L’autocarro e le pedane utilizzate per le prove
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Le sollecitazioni dinamiche sono state generate dall’impatto degli assi di un autocarro in 

movimento (fig. 3), fatto passare sopra una pedana metallica posta sulla pavimentazione stradale, 

trasversalmente all'asse della carreggiata. I pesi degli assi dell'autocarro risultavano pari a 7100 kg e 

18680 kg, rispettivamente per l’asse anteriore e per quello posteriore. La pedana utilizzata ha le 

caratteristiche geometriche illustrate in fig. 1. 

Sono state effettuate complessivamente 27 prove, disponendo alternativamente la pedana nelle 

posizioni contrassegnate con le lettere da A ad I nella fig. 2. 

Durante ciascuna prova, presso tre punti della struttura, contrassegnati con i numeri da 1 a 19 nella 

fig. 2, sono state effettuate le registrazioni delle accelerazioni in direzione trasversale, longitudinale 

e verticale. 

La sequenza delle prove è illustrata nella tabella 1: relativamente a ciascuna prova, è indicata la 

posizione della pedana, la posizione degli strumenti di misura attivi, e l'identificativo del canale di 

acquisizione a cui era collegato ciascuno strumento. 

 

 
Figura 1 – Caratteristiche geometriche della pedana 

 

3. STRUMENTAZIONE DI MISURA 

Per la registrazione delle accelerazioni sono stati impiegati otto accelerometri HBM tipo B12/200, 

utilizzabili in un campo di frequenze da 0 a 100 Hz, con campo di misura 200 m/sec2 e risoluzione 

0.02 m/sec2 (fig. 4). 

I segnali forniti dagli accelerometri erano acquisiti mediante centralina marca HBM tipo MGC Plus 

a otto canali e personal computer con software di acquisizione HBM Catman versione 3.0. 

Figura 4.3: Caratteristiche geometriche della pedana
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La sequenza delle prove è illustrata nella tabella di figura 4.4: relativamente a ciascuna

prova sono indicate la posizione della pedana, la posizione degli strumenti di misura attivi

e l’identificativo del canale di acquisizione a cui era collegato ciascuno strumento.

4.3 Strumentazione di misura

Per la registrazione delle accelerazioni sono stati impiegati otto accelerometri HBM tipo

B12/200, utilizzabili in un campo di frequenze da 0 a 100 Hz, con campo di misura 200

m/s2 e risoluzione 0.02 m/s2 (fig. 4). I segnali forniti dagli accelerometri erano acquisiti

mediante centralina HBM tipo MGC Plus a otto canali e personal computer con software

di acquisizione HBM Catman versione 3.0.

4.4 Risultati

I risultati delle prove sono illustrati in grafici (di cui quelli riportati nel seguito costitui-

scono un esempio), in termini di accelerazioni registrate in funzione del tempo.

In ciascun grafico è riportata la parte significativa della registrazione, ovvero sono omesse

le parti di registrazione effettuate in fase di quiete prima dell’impatto dell’autocarro sulla

pavimentazione e a oscillazioni esaurite.
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Nella tabella 1, per ciascuna prova è indicata, con riferimento alla fig. 2, la posizione dei tre gruppi 

di accelerometri; di ciascun gruppo, inoltre, sono individuati la direzione di misura di ciascuno 

strumento (L = parallelo all'asse della carreggiata; T = ortogonale all'asse della carreggiata; V = 

verticale) ed il relativo canale di acquisizione.  

 

Tabella 1 – Posizione della pedana e degli strumenti durante le prove 

Prova Posizione 
pedana 

Posizione 
accelerometri Canali di acquisizione 

1 A 1 – 2 – 3 

2 A 1 – 2 – 3 
 

3 A 3 – 4 – 5 
4 B 3 – 4 – 5 
5 C 3 – 4 – 5 
6 D 3 – 4 – 5 
7 E 3 – 4 – 5 
8 F 3 – 4 – 5  
9 F 6 – 7 – 8 

10 E 6 – 7 – 8 
11 D 6 – 7 – 8 
12 C 6 – 7 – 8 
13 G 6 – 7 – 8  
14 F 9 – 10 – 11 
15 E 9 – 10 – 11 
16 D 9 – 10 – 11 
17 C 9 – 10 – 11  
18 C 12 – 13 – 14 
19 D 12 – 13 – 14 
20 E 12 – 13 – 14 
21 F 12 – 13 – 14  
22 H 12 – 15 – 16 

23 F 12 – 15 – 16 

24 E 12 – 15 – 16 
 

25 E 17 – 18 – 19 

26 I 17 – 18 – 19 

27 C 17 – 18 – 19  
 

 

 
Figura 4.4: Posizione della pedana e strumenti attivi durante le prove
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4. RISULTATI 

I risultati delle prove sono illustrati nei grafici riportati nel seguito, in termini di accelerazioni 

registrate in funzione del tempo. 

In ciascun grafico è riportata la parte significativa della registrazione, ovvero sono omesse le parti 

di registrazione effettuate in fase di quiete prima dell'impatto dell'autocarro sulla pavimentazione e 

ad oscillazioni esaurite. 

 

 
Figura 3 – L'autocarro e le pedane utilizzate per le prove 

 

 
Figura 4 – Gruppo di tre accelerometri

Figura 4.5: Gruppo di tre accelerometri
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Figura 4.6: Esempio di segnali registrati durante le prove
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4.5 Scopo delle prove

Le prove dinamiche sono state condotte per valutare lo stato generale della struttura a

seguito del cedimento della fondazione di una delle pile. Nel caso di strutture in muratura

tale informazione non si può ottenere soltanto da un modello numerico per almeno due

motivi:

• il modello di comportamento elastico-lineare risulta in genere largamente approssi-

mato rispetto a quello reale che, peraltro, è di difficile determinazione;

• per un materiale eterogeneo e fortemente anisotropo quale è la muratura a sacco è

difficile riuscire a tener conto, nella modellazione, del danneggiamento.

E’ necessario pertanto che i risultati del modello numerico siano suffragati dai risultati di

una campagna sperimentale condotta ad hoc.

Il primo passo consiste nell’analizzare le registrazioni accelerometriche ottenute durante

la prova per estrarne i parametri modali (frequenze di risonanza e smorzamenti) che an-

dranno poi confrontati con i corrispondenti valori calcolati con un modello agli elementi

finiti.

Se il confronto evidenzia una buona rispondenza del modello numerico con quello di rispo-

sta (quantificabile con una differenza tra le frequenze calcolate e quelle misurate inferiore

al 5%) allora si può considerare il modello numerico attendibile, altrimenti bisognerà

procedere ad una taratura dello stesso in modo da ottenere la coincidenza della soluzione

numerica con quella misurata. Tale taratura ha lo scopo di rendere più attendibili i calcoli

condotti sotto forzanti dinamiche diverse da quelle usate nella prova.

4.6 Analisi dei dati misurati

Sono stati analizzati i dati di 21 delle 27 prove compiute. Per ogni prova sono stati regi-

strati 8 segnali, 2 verticali, 3 trasversali e 3 longitudinali. Il totale dei segnali analizzati

è stato di 168.

I dati della prova numero 1 sono stati campionati ad una frequenza di 300 Hz, quelli di
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tutte le altre prove (dalla 2 alla 21) sono stati tutti campionati ad una frequenza quadru-

pla, 1200 Hz. Il motivo di tale scelta è da ricercare nel fatto che lo spettro di Fourier dei

dati campionati a 300 Hz presenta una dispersione in frequenza maggiore dello spettro

dei dati campionati a 1200 Hz, come si vede dagli spettri riportati nelle figure 4.7, 4.8,

4.9, 4.10.

Tale effetto di dispersione scompare peraltro per semplice finestratura del segnale,
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Per figure.nb 1

Figura 4.7: Spettro di una registrazione verticale campionata a 300 Hz. E’ evidente l’effetto di

dispersione in frequenza (leakage)

come dimostrano i risultati ottenuti dall’applicazione delle finestre di Hanning, Hamming

e Blackman riportati nelle figure 4.11, 4.12 e 4.13. Si sono anche valutati gli effetti di altri

tre tipi di finestre (triangolare o di Bartlett, trapezia e di Nuttal) per verificarne gli effetti

sui segnali e scegliere quelle che eventualmente si fossero rivelate le più idonee al caso

in studio. Il confronto degli spettri dei segnali finestrati ha evidenziato una sostanziale

equivalenza delle diverse finestre impiegate, come si può osservare dai tre spettri riportati

nelle figure 4.11, 4.12 e 4.13. La frequenza di 300 Hz garantisce di non incorrere in

problemi di aliasing nell’intervallo di frequenze 0− 120 Hz (vedi la relazione 4.1), ben più

ampio di quello di interesse che è 0− 30 Hz.
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Figura 4.8: Spettro della registrazione verticale di fig. 4.7 campionata però a 1200 Hz. La

dispersione in frequenza è molto minore che nel caso precedente.
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Figura 4.9: Spettro di una registrazione trasversale campionata a 1200 Hz; la dispersione in

frequenza è bassa.
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Figura 4.10: Spettro di una registrazione longitudinale campionata a 1200 Hz; anche in questo

caso la dispersione in frequenza è bassa.
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Figura 4.11: Spettro del segnale di figura 4.7 elaborato con finestra di Hanning. L’effetto di

dispersione è praticamente annullato.

82



20 40 60 80 100 120 140
Hz

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

0.175

0.2

Per figure.nb 1

Figura 4.12: Spettro del segnale di figura 4.7 elaborato con finestra di Hamming. Si nota anche

in questo caso la riduzione dell’effetto di dispersione.
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Figura 4.13: Spettro del segnale di figura 4.7 elaborato con finestra di Blackman. Anche in

questo caso l’effetto di dispersione è notevolmente ridotto.
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Aumentare la frequenza a 1200 Hz nelle prove 2 − 21 ha comportato, per ogni prova,

il trattamento di un numero di dati circa quadruplo rispetto a quello della prova 1; ciò si

è tradotto in un sensibile aumento di tempo macchina, non tanto nella fase di elaborazione

quanto in quella di caricamento dati.

L’operazione preliminare compiuta sulle registrazioni è stata quella di identificarne la par-

te significativa, ovvero eliminare le parti registrate in fase di quiete prima dell’impatto

delle ruote sull’impalcato e a oscillazioni esaurite (fase di ricampionamento del segnale).

Successivamente, si è proceduto con un’analisi di Fourier sul segnale ricampionato, per

procedere all’individuazione delle frequenze di risonanza della struttura mediante localiz-

zazione dei picchi della trasformata (peak-picking, PP).

Dall’analisi effettuata sugli spettri ottenuti è risultato difficile individuare i picchi a causa

di:

• una elevata dispersione in frequenza nella registrazione campionata a 300 Hz;

• un basso rapporto segnale-rumore.

Il problema della dispersione in frequenza è stato risolto come già detto mediante una

finestratura del segnale; la finestratura però non ha contribuito ad evidenziare la presenza

di picchi alle basse frequenze (0 − 10 Hz) dove, per l’elevata rigidezza del ponte, era

ragionevole pensare di trovarne almeno un paio.

Il basso rapporto segnale rumore è dovuto:

• alla presenza di rumore diffuso su tutto lo spettro di frequenza;

• alla povertà di contenuto in bassa frequenza della forzante;

• agli strumenti attivi non posizionati nei punti di massima ampiezza della deformata

modale da misurare;

• all’assenza di filtri analogici per limitare la presenza del rumore nella registrazione.

Tutte queste difficoltà hanno reso necessari molti tentativi di elaborazione prima di

trovare quello migliore per il problema in esame.

Di seguito si riportano, nell’ordine in cui sono stati eseguiti, i metodi impiegati per l’analisi

del segnale.

84



4.6.1 Metodo dei periodogrammi

Tale metodo consiste nel dividere l’intervallo di definizione T del segnale da analizzare

in sottointervalli di ampiezza ∆t ed effettuare N = T
∆t

spettri di Fourier, uno per ogni

sottointervallo. Facendo la media degli N spettri risultanti se ne ottiene un altro in cui

le componenti frequenziali di disturbo, supposte distribuite in modo casuale, si elidono e

le frequenze proprie si esaltano. La durata ∆t dei sottointervalli (e quindi il loro numero

N) va scelta in modo da ottenere una risoluzione dello spettro accettabile col grado di

precisione richiesto dall’analisi. Infatti, la risoluzione in frequenza di questo spettro medio

è pari a:

∆f =
1

∆t
, (4.2)

inferiore a quella dello spettro che si ottiene per trasformazione di Fourier dell’intero

segnale, pari a:

∆f ∗ =
1

T
. (4.3)

Tanto maggiore è la durata dei sottointervalli tanto migliore è la risoluzione in frequenza

dello spettro medio. Tuttavia, a meno di non disporre di registrazioni “lunghe” (T ≥
20s), la scelta di un ∆t idoneo a un’alta risoluzione in frequenza comporta un numero

di spettri da mediare troppo piccolo per avere un effetto significativo sulla riduzione del

rumore; viceversa, un elevato numero di spettri da mediare conduce a basse risoluzioni

dello spettro medio. Il valore ottimale di durata dei sottointervalli ∆t è dunque un

valore di compromesso che va determinato volta per volta sulla base del segnale che si sta

analizzando.

L’intervallo di definizione dei segnali (ricampionati) da esaminare oscilla fra i 2s ed i

5s. Le durate temporali minori (2 − 3 s) non sono sufficienti per fornire un numero

significativo di spettri da mediare con adeguata risoluzione. Il metodo è stato perciò

applicato sui segnali più lunghi. Nel caso della registrazione riportata in figura 4.14 si

è diviso l’intervallo di definizione T, pari a 4.5 secondi, prima in 5 sottointervalli di 0.9
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length w2( ) 1080=w2 submatrix data4_red 1080, 2159, 0, 0,( ):=

length w1( ) 1080=w1 submatrix data4_red 0, 1079, 0, 0,( ):=

Ns 1080=Ns F 0.9⋅ s:=

Ogni sottointervallo contiene un numero di dati pari a 

fsh
h ∆fs⋅:=

h 0 1, 1079..:=

∆fs 1.111Hz=∆fs
1

0.9s
:=

Divido questo intervallo di 4.5 secondi in 5 intervalli di 0.9 secondi. La risoluzione del
spettro è

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

0.1
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0
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Sec

m
/s

^2 data4_redk

τk

data4_red submatrix data4 k1, k2, 0, 0,( ):=

dati acquisiti dal canale 6; accelerazione TRASVERSALE  acc: data4 data 5〈 〉:=

Figura 4.14: Segnale ricampionato

secondi poi in 4 sottointervalli di 1.125 secondi. Le risoluzioni degli spettri medi che cos̀ı

si ottengono sono, rispettivamente, 1.11 e 0.89 Hz (vedi la relazione 4.3); valori bassi ma

tuttavia sufficienti per valutare l’applicabilità del metodo ai segnali da esaminare. Gli

spettri risultanti sono riportati nelle figure 4.15 e 4.16. Dal confronto delle due figure

si nota che, nel campo delle basse frequenze 0÷ 20 Hz, sono presenti alcuni picchi le cui

frequenze però non si corrispondono. Questo spostamento in frequenza può significare

due cose:

1. la risoluzione dello spettro è troppo bassa, quindi i picchi sono localizzati con un

grado di approssimazione scarso;

2. i picchi sono da attribuire a rumore.

Per sapere quale delle due ipotesi è corretta si dovrebbero avere a disposizione regi-

strazioni lunghe diverse decine di secondi; dal momento che il segnale riportato in figura

4.14 è uno dei più “lunghi” a disposizione appare evidente la non applicabilità del metodo
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Ogni sottointervallo contiene un numero di dati pari a 

fsh
h ∆fs⋅:=

h 0 1, 1349..:=

∆fs 0.889Hz=∆fs
1

1.125s
:=

Divido questo intervallo di 4.5 secondi in 4 intervalli di 1.125 secondi. La risoluzione
spettro è
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εh

fsh

ε
ε1 ε2+ ε3+ ε4+ ε5+

5
:=

ε5 cfft w5( ):=ε4 cfft w4( ):=

ε3 cfft w3( ):=ε2 cfft w2( ):=ε1 cfft w1( ):=

length w5( ) 1080=w5 submatrix data4_red 4320, 5399, 0, 0,( ):=

Figura 4.15: Spettro mediato del segnale di fig 4.14 con risoluzione di 1.11 Hz.

Ns F 1.125⋅ s:= Ns 1350=

w1 submatrix data4_red 0, 1349, 0, 0,( ):= length w1( ) 1350=

w2 submatrix data4_red 1350, 2699, 0, 0,( ):= length w2( ) 1350=

w3 submatrix data4_red 2700, 4049, 0, 0,( ):= length w3( ) 1350=

w4 submatrix data4_red 4050, 5399, 0, 0,( ):= length w4( ) 1350=

ε1 cfft w1( ):= ε2 cfft w2( ):= ε3 cfft w3( ):= ε4 cfft w4( ):=

ε
ε1 ε2+ ε3+ ε4+

4
:=
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Figura 4.16: Spettro mediato del segnale di fig 4.14 con risoluzione di 0.89 Hz.
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dei periodogrammi per la riduzione del rumore nei segnali da analizzare.

Non avrebbe peraltro senso pensare di applicare il metodo dei periodogrammi alle regi-

strazioni “grezze” (di cui si riporta un esempio in figura 4.17) perchè le parti eliminate in

fase di ricampionamento darebbero solo contributo al rumore, annullando il vantaggio di

avere una registrazione più lunga.

tk2
12.2425s=tk1

5.4167s=

k2 14691=k2 k1 1− 2z+:=k1 6500:=

intervallo minimo da studiaret2 10s:=t1 5.5s:=

z 13=z trunc x( ):=

x 13.9476=x Find x( ):=

2x N=

Given

x 1:=
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m
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^2 data1k

tk

dati acquisiti dal canale 2; accelerazione VERTICALE  acc: 2Vdata1 data 1〈 〉:=

Figura 4.17: Un segnale non ricampionato
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4.6.2 Filtraggio dei segnali con la trasformata di Fourier

Si consideri il segnale in figura 4.18, campionato a 300 Hz; da un esame visivo si ricono-
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Per figure.nb 1

Figura 4.18: Accelerazione verticale

scono la fase di carico impulsivo, caratterizzata da oscillazioni ampie e ad alta frequenza,

e la fase di oscillazioni libere, caratterizzate da oscillazioni di ampiezza più contenuta e a

bassa frequenza. E’ identificabile anche la presenza di rumore, caratterizzata da piccole

oscillazioni del segnale attorno al valore utile. Eliminando le frequenze sopra una certa

soglia si ottiene un segnale più regolare in cui sono facilmente identificabili le oscillazioni

libere del ponte. Come valore di soglia per il filtraggio si è scelto 30 Hz, ritenendo l’in-

tervallo 0− 30 Hz più che sufficiente per l’identificazione dei parametri modali del ponte.

Il segnale ottenuto con tale elaborazione è riportato in figura 4.19, mentre in figura 4.20

sono riportati i due segnali insieme. Il segnale di figura 4.19 si presta a tecniche di iden-

tificazione nel dominio del tempo, come il metodo di Ibrahim (vedi [13],[14]). Lo studio

condotto si propone però di lavorare nell’ambito del dominio delle frequenze, pertanto

tale metodo di filtraggio non portava allo scopo.

89



0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
Sec

-0.075

-0.05

-0.025

0

0.025

0.05

0.075

m
ÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2

2V_def.nb 1

Figura 4.19: Il segnale di figura 4.18 filtrato a 30 Hz
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Figura 4.20: Confronto fra segnale originale e segnale filtrato
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Inoltre, dal confronto del segnale prima e dopo l’operazione di filtraggio (figura 4.20)

si nota chiaramente come il segnale filtrato sia molto più appiattito dell’originale, con

una significativa perdita di informazioni causata dal tipo di processamento. Si è pertanto

ritenuto opportuno operare con un diverso metodo di filtraggio.

4.6.3 Filtraggio dei segnali con la trasformata Wavelet

Anzichè con la trasformata di Fourier si è provato a filtrare numericamente i segnali me-

diante le trasformate wavelet. Sono state utilizzate due procedure numeriche, una a soglia

rigida (hard thresholding) ed una a soglia flessibile (soft thresholding); la funzione Wavelet

usata per calcolare la trasformata è una funzione di Daubechies a 8 coefficienti. In ap-

pendice A sono esaminate più in dettaglio le procedure di filtraggio a soglia; sono inoltre

riportate le funzioni utilizzate dal codice di calcolo “MathCad 11”. Le figure 4.21 e 4.22
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Figura 4.21: Il segnale di figura 4.18 filtrato con soglia flessibile

riportano le versioni filtrate, con soglia flessibile e rigida rispettivamente, del segnale di
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Figura 4.22: Il segnale di figura 4.18 filtrato con soglia rigida

figura 4.18. Dal confronto dei risultati non emerge una grande differenza tra i due metodi.

Quello che però è evidente è l’effetto del filtraggio: il segnale manipolato con le Wavelet è

molto più regolare di quello di partenza ed è scomparso l’andamento “a scatti” tipico delle

registrazioni affette da rumore. Inoltre il segnale manipolato con questo metodo conserva

un livello di dettaglio più elevato di quello ottenuto dall’analisi di Fourier (figure 4.19 e

4.20). La differenza fra il segnale filtrato con le wavelet e quello filtrato con l’analisi di

Fourier è dovuta al diverso approccio seguito nelle due metodologie: mentre nella seconda

si eliminano le frequenze oltre una certa soglia, prescindendo dal valore della trasforma-

ta, nella prima si annullano i coefficienti della trasformata inferiori ad un valore fissato,

prescindendo dal valore della frequenza. Sintetizzando, si può dire che con la trasformata

di Fourier si filtra in frequenza, con la trasformata wavelet si filtra in ampiezza.

Sui segnali cos̀ı filtrati è stata poi calcolata la trasformata di Fourier. Si riportano di

seguito due segnali già filtrati, campionati a 300 Hz, relativi ad una accelerazione trasver-

sale (4.23) e ad una longitudinale (4.25) e i relativi spettri di Fourier.
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Figura 4.23: Accelerazione trasversale filtrata; frequenza di campionamento 300 Hz.
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Figura 4.24: Spettro di Fourier del segnale di figura 4.23
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Figura 4.25: Accelerazione longitudinale filtrata; frequenza di campionamento 300 Hz.
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Figura 4.26: Spettro di Fourier del segnale di figura 4.25

94



Esaminando gli spettri ottenuti si osserva che combinare il filtraggio con le Wavelet

all’analisi di Fourier porta a risultati incoraggianti: si riescono ad individuare dei picchi

nella zona delle basse frequenze, nonostante il basso valore del rapporto segnale-rumore

indicato dai bassi valori dei coefficienti dello spettro. L’analisi di tutti le registrazioni
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Figura 4.27: Segnale verticale campionato a 1200 Hz

ha però rilevato che gli algoritmi di filtraggio con soglia rigida e flessibile, molto efficaci

nella riduzione del rumore nei segnali campionati a 300 Hz, non lo sono altrettanto nei

segnali campionati a 1200 Hz, come si può vedere confrontando gli esempi delle figure 4.27

e 4.28 in cui si riportano un segnale “grezzo” e il corrispondente filtrato. La differenza fra

i due è impercettibile visivamente; in entrambi si nota la presenza del rumore. Lo spettro

di Fourier associato è, di conseguenza, di interpretazione più incerta. La differenza di

efficacia del metodo di filtraggio con soglia è dovuta alle differenti frequenze di campio-

namento: tale metodo infatti non funziona bene se le frequenze di campionamento sono

troppo alte o troppo basse. Nel primo caso è inefficiente mentre nel secondo, insieme al

rumore, vengono rimosse anche alcune parti utili del segnale. Dai segnali esaminati si può

concludere che la frequenza di 300 Hz è una buona frequenza di campionamento (si ha

rimozione quasi totale del rumore senza alterazione della parte utile del segnale), mentre

la frequenza di 1200 Hz è troppo elevata (l’effetto del filtro è quasi nullo).
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Figura 4.28: Il segnale di figura 4.27 filtrato con soglia rigida
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Figura 4.29: Spettro del segnale di figura 4.28
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Poiché 26 delle 27 prove registrate sono state campionate a 1200 Hz i risultati ottenuti

dalla sola prova 1, i cui segnali sono campionati a 300 Hz, non sono stati ritenuti signifi-

cativi.

Va comunque evidenziata l’efficacia del metodo di riduzione del rumore basato sulle tra-

sformate wavelet; tale metodo si configura come un efficace strumento numerico alterna-

tivo o complementare all’uso di filtri analogici in fase di acquisizione dati.

4.6.4 Ripetizione del segnale

Per cercare di ridurre la presenza del rumore nello spettro di Fourier si sono elaborati

i segnali nel seguente modo: se ne è isolata la parte significativa e si è costruita una

sequenza per sua ripetizione multipla. Nel problema trattato la parte significativa è stata

ripetuta 10 volte. Il segnale ottenuto in questo modo risulta periodico di periodo pari alla

durata temporale di quello ricampionato e quindi si presta meglio ad essere analizzato con

la teoria di Fourier. Inoltre, in un segnale cos̀ı costruito le frequenze proprie si enfatizzano

mentre quelle di disturbo (supposte distribuite casualmente) si abbattono.

Le figure 4.30, 4.31 e 4.32 riportano il segnale originale, il segnale costruito per sua

ripetizione e la trasformata di Fourier ad esso associata. Lo spettro evidenzia dei picchi

di differente ampiezza molto netti anche nel campo delle basse frequenze. Quello che però

non ha convinto sull’attendibilità dei risultati conseguiti con tale metodo è che i picchi di

un medesimo spettro risultano tutti equispaziati in frequenza, come si vede dai risultati

riportati nella tabella di figura 4.33, relativi alle registrazioni verticali e trasversali della

prova 13. Le registrazioni 6T ed 8T mostrano frequenze identiche ed equispaziate di 0.87

Hz, la 8T mostra picchi distanti 0.67 Hz, la 7V 1.05 Hz e la 8V 0.91 Hz.

Pertanto anche tale via è stata abbandonata.
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Figura 4.30: Accelerazione trasversale
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Figura 4.31: Segnale ottenuto per ripetizione del segnale di figura 4.30
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Figura 4.32: La trasformata di Fourier del segnale ripetuto
Tabella riassuntiva delle frequenze

7V 1.05 2.1 3.15 4.21 5.26 6.31 7.36 8.41 9.47 10.52 11.57 12.62

8V 0.91 1.82 2.73 3.63 4.54 5.45 6.36 7.27 8.18 9.08 10.00 10.90 11.81 12.72

13 1200 6T 0.87 1.74 2.61 3.48 4.35 5.22 6.08 6.95 7.82 8.69 9.56 10.43 11.30 12.17

Hz 7T 0.87 1.74 2.61 3.48 4.35 5.22 6.08 6.95 7.82 8.69 9.56 10.43 11.30 12.17

8T 0.67 1.33 2.00 2.67 3.33 4.00 4.66 5.33 6.00 6.66 7.33 8.00 8.66

Pagina 1

Figura 4.33: Tabella frequenze
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4.6.5 Rappresentazione di Nyquist

La rappresentazione dei risultati dell’analisi di Fourier tramite il modulo della trasformata

non consente una individuazione certa delle frequenze proprie a causa della presenza di

rumore e del basso rapporto segnale-rumore. Neanche il raffronto fra i diagrammi di

2 4 6 8 10 12 14
Hz

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

13_ch2(7V)_bis.nb 1

Figura 4.34: Modulo

modulo e fase aiuta ad eliminare le incertezze dell’identificazione, in quanto il diagramma

della fase è di interpretazione ancora più difficile di quello del modulo (figure 4.34 e 4.35).1

La rappresentazione del contenuto frequenziale di un segnale tramite gli spettri coordinati

di modulo e fase (nota nell’analisi dei segnali come rappresentazione di Bode) non è l’unica

che può essere usata. Un’altra forma impiegata nella pratica è la rappresentazione di

Nyquist, che consta di tre diagrammi coordinati:

1. andamento della parte reale della trasformata di Fourier con la frequenza;

2. andamento della parte immaginaria della trasformata di Fourier con la frequenza;

3. andamento della parte immaginaria della trasformata in funzione della parte reale.

1Si ricordi che in corrispondenza di una frequenza di risonanza lo spettro del modulo della trasformata

di Fourier presenta un picco e quello della fase una discontinuità pari a π.
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Figura 4.35: Fase

Nel caso che il segnale analizzato sia un’accelerazione, in corrispondenza di una frequenza

di risonanza il primo diagramma passa per zero, il secondo presenta un massimo locale e

nel terzo si visualizza un cerchio. La rappresentazione di Nyquist è chiaramente illustrata

nella figura 4.36.

Se il segnale da analizzare non è una accelerazione ma una velocità o uno spostamento in

corrispondenza della risonanza i diagrammi delle parti reale e immaginaria si modificano

rispetto a quanto detto sopra ma rimangono comunque coordinati. Il piano di Nyquist

(terzo diagramma) invece non cambia con il tipo di segnale da analizzare. Quest’ulti-

ma rappresentazione permette la localizzazione delle frequenze di risonanza tramite una

procedura numerica nota come metodo del circle fitting. Una chiara esposizione di tale

tecnica di identificazione strutturale è riportata in [2].

Si è pensato di ricorrere a questo metodo di rappresentazione per l’individuazione delle

frequenze di risonanza.

Le figure 4.37 e 4.38 riportano gli spettri della parte reale ed immaginaria del segnale re-

gistrato nella prova 13. Per maggior chiarezza di raffronto in figura 4.39 si sono riportati

contemporaneamente i due spettri precedenti limitatamente ad un intervallo di frequenza

8− 12 Hz.
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Figura 4.36: Rappresentazione tridimensionale della funzione di risposta in

frequenza
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Figura 4.37: Parte reale della trasformata di Fourier
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Figura 4.38: Parte immaginaria della trasformata di Fourier
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Figura 4.39: Dettaglio
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Figura 4.40: Rappresentazione nel piano di Nyquist relativa all’intervallo di

frequenze 8− 9 Hz.
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Figura 4.41: Rappresentazione nel piano di Nyquist relativa all’intervallo di

frequenze 9− 10 Hz.
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Figura 4.42: Rappresentazione nel piano di Nyquist relativa all’intervallo di

frequenze 10− 10.5 Hz.
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Si osserva che in corrispondenza delle frequenze 8.75 Hz, 9.45 Hz e 10.2 Hz sussitono le

relazioni di coordinazione fra la parte immaginaria (magenta) e quella reale (verde). Per

verificare che tali valori coincidano effettivamente con le frequenze proprie della struttura

se ne sono rappresentati i corrispondenti piani di Nyquist, riportati nelle figure 4.40, 4.41,

4.42, relativi, rispettivamente, agli intervalli di frequenza 8−9 Hz, 9−10 Hz, 10−10.5 Hz.

Il cerchio che dovrebbe identificare le frequenze proprie non è evidente, il che potrebbe

significare che quelle esaminate non sono frequenze di risonanza oppure che il rumore

impedisce la visualizzazione corretta.

Non sapendo quantificare l’effetto di disturbo prodotto dal rumore sul piano di Nyquist

non è quindi possibile stabilire la correlazione certa tra i tre piani; pertanto, anche tale

via di indagine è stata abbandonata.

4.6.6 Media degli spettri

Assumendo per il rumore una distribuzione casuale sullo spettro delle frequenze, si è de-

terminato il contenuto in frequenza del ponte non sullo spettro di una singola registrazione

ma mediando gli spettri delle registrazioni aventi la stessa direzione. In questo modo le

componenti di frequenza distribuite casualmente si elidono a vicenda mentre le compo-

nenti proprie di frequenza si amplificano.

Nel caso in studio tale modo di procedere non è rigorosamente corretto perchè i segnali

di cui si vanno a mediare gli spettri non sono stati registrati sulla stessa sezione dell’im-

palcato e presentano, quindi, contenuti frequenziali propri differenti. Inoltre, il numero

esiguo di spettri da mediare (tre per le direzioni trasversale e longitudinale, solo due per

la direzione verticale), ha fatto dubitare sull’effettivo beneficio che tale metodo di operare

avrebbe avuto sulla riduzione del rumore.

Sono stati elaborati tutti i segnali a disposizione. Il procedimento di analisi utilizzato

ha dato i migliori risultati sui segnali registrati nelle prove da 6 a 21. Tali risultati sono

riportati nelle tabelle 4.43, 4.44 e 4.45. Il punto interrogativo accanto al valore della fre-

quenza sta a significare che il picco in questione non è chiaramente identificabile.

Nelle figure 4.46 − 4.54, sono riportati, nell’ordine, gli spettri medi delle registrazioni 7,

10 e 12 verticale trasversale e longitudinale, rispettivamente. Si evidenziano, complessi-
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vamente, un basso livello di rumore e i picchi sono abbastanza ben definiti.

Tabella riassuntiva delle frequenze

Prova Freq Direz Fin Spettri
1 300 Hz V Hanning 2
2 1200 Hz V 2
3 1200 Hz V 2
4 1200 Hz V 2
5 1200 Hz V 2
6 1200 Hz V 2.5 4.5 10 13 ? No 2
7 1200 Hz V 2.5 3.5 5 10 13 No 2
8 1200 Hz V 4.5 9 10.5 12 ? No 2
9 1200 Hz V 4.5 9.5 12.5 No 2

10 1200 Hz V 2.5 4.5 ? 9 10 11.5 No 2
11 1200 Hz V 2 ? 6 ? 8.5 ? 10 No 2
12 1200 Hz V 2.5 4.5 ? 9.5 12.5 No 2
13 1200 Hz V 4.5 8.5 10 11.5 ? No 2
14 1200 Hz V 5.5 ? 11 14.5 ? No 2
15 1200 Hz V 2 ? 3.5 ? 5 ? 10.5 No 2
16 1200 Hz V 2.5 9.5 11 14.5 ? No 2
17 1200 Hz V 2.5 3.5 ? 5 ? 9 No 2
18 1200 Hz V 5 ? 9 ? 10.5 12.5 No 2
19 1200 Hz V 2.5 ? 5 9 10.5 No 2
20 1200 Hz V 9.5 9.5 10.5 No 2
21 1200 Hz V 2 ? 3.5 ? 5 ? 7.5 ? No 2
22 1200 Hz V 2
23 1200 Hz V 2
24 1200 Hz V 2
25 1200 Hz V 2
26 1200 Hz V 2
27 1200 Hz V 2

Frequenze (Hz)

Pagina 1

Figura 4.43: Tabella riassuntiva delle frequenze verticali
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Tabella riassuntiva delle frequenze

Prova Freq Direz Fin Spettri
1 300 Hz T Hanning 3
2 1200 Hz T 3
3 1200 Hz T 3
4 1200 Hz T 3
5 1200 Hz T 3
6 1200 Hz T 2.5 3.5 5 9 11 ? No 3
7 1200 Hz T 2.5 3.5 9 12 ? No 3
8 1200 Hz T 3.5 5 9 11 No 3
9 1200 Hz T 2 ? 3 ? 5 9 No 3

10 1200 Hz T 2.5 5 9 11 No 3
11 1200 Hz T 2.5 5 9 10.5 No 3
12 1200 Hz T 2.5 5 ? No 3
13 1200 Hz T 2.5 5 9 12.5 ? No 3
14 1200 Hz T 2.5 ? 3.5 5 No 3
15 1200 Hz T 2.5 3.5 5 No 3
16 1200 Hz T 2.5 3.5 5 ? 10.5 ? No 3
17 1200 Hz T 2.5 3.5 5 ? 9 No 3
18 1200 Hz T 2.5 3.5 4.5 No 3
19 1200 Hz T 2.5 3.5 5 No 3
20 1200 Hz T 2.5 3.5 5 9 No 3
21 1200 Hz T 2.5 ? 3.5 ? 5 6.5 No 3
22 1200 Hz T 3
23 1200 Hz T 3
24 1200 Hz T 3
25 1200 Hz T 3
26 1200 Hz T 3
27 1200 Hz T 3

Frequenze (Hz)

Pagina 1

Figura 4.44: Tabella riassuntiva delle frequenze trasversali
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Tabella riassuntiva delle frequenze

Prova Freq Direz Fin Spettri
1 300 Hz L Hanning 3
2 1200 Hz L 3
3 1200 Hz L 3
4 1200 Hz L 3
5 1200 Hz L 3
6 1200 Hz L 8.5 11.5 No 3
7 1200 Hz L 1 5.5 9 12 ? No 3
8 1200 Hz L 5 9.5 11 No 3
9 1200 Hz L 3.5 ? 5.5 10.5 11.5 ? No 3

10 1200 Hz L 2.5 ? 5.5 8.5 10.5 12.5 No 3
11 1200 Hz L 2.5 ? 5.5 9 ? 10.5 No 3
12 1200 Hz L 2.5 ? 5.5 9 12.5 No 3
13 1200 Hz L 2.5 ? 5.5 9 ? No 3
14 1200 Hz L 5.5 9 11 No 3
15 1200 Hz L 2 ? 5 9 10.5 No 3
16 1200 Hz L 2.5 5 ? 9 10.5 No 3
17 1200 Hz L 2.5 5.5 9 10.5 No 3
18 1200 Hz L 2.5 ? 3.5 ? 5 9 No 3
19 1200 Hz L 2.5 ? 5.5 ? 9 10.5 No 3
20 1200 Hz L 5.5 ? 9.5 ? 10.5 No 3
21 1200 Hz L 5 9 11 12.5 No 3
22 1200 Hz L 3
23 1200 Hz L 3
24 1200 Hz L 3
25 1200 Hz L 3
26 1200 Hz L 3
27 1200 Hz L 3

Frequenze (Hz)

Pagina 1

Figura 4.45: Tabella riassuntiva delle frequenze longitudinali
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Figura 4.46: Prova7: spettro medio delle accelerazioni verticali
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Figura 4.47: Prova7: spettro medio delle accelerazioni trasversali

111



5 10 15 20 25 30 35 40
Hz

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

0.175

0.2

Prova 7fig.nb 1

Figura 4.48: Prova7: spettro medio delle accelerazioni longitudinali
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Figura 4.49: Prova10: spettro medio delle accelerazioni verticali
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Figura 4.50: Prova10: spettro medio delle accelerazioni trasversali
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Figura 4.51: Prova10: spettro medio delle accelerazioni longitudinali
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Figura 4.52: Prova12: spettro medio delle accelerazioni verticali
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Figura 4.53: Prova12: spettro medio delle accelerazioni trasversali
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Figura 4.54: Prova12: spettro medio delle accelerazioni longitudinali

4.6.7 Identificazione dinamica mediante trasformate wavelet

Le prove di identificazione dei parametri modali basati sulla trasformata di Fourier ne

hanno mostrato l’inadeguatezza per il caso in esame; inadeguatezza che deriva sia dalla

natura intrinseca del segnale, di tipo impulsivo, che dalla presenza di cause esterne di

disturbo, aleatorie e quindi non controllabili in fase di esecuzione della prova. Inoltre,

essendo la struttura studiata molto rigida, i primi modi hanno frequenze basse (fra 0 e 10

Hz), cosa che rende l’individuazione delle frequenze di risonanza un problema ancor più

delicato.

Tutti questi motivi hanno spinto alla ricerca di una tecnica di identificazione strutturale

alternativa a quella di Fourier; le vie possibili erano:

1. lavorare nel dominio del tempo con la tecnica di Ibrahim [13, 14];

2. lavorare nel dominio delle frequenze cambiando il tipo di trasformazione integrale.

Mantenendo la linea già delineata di lavorare nell’ambito del dominio delle frequenze, si

è pensato di impiegare le trasformate wavelet, già utilizzate nel presente lavoro per la
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riduzione del rumore nei segnali registrati, per l’analisi delle vibrazioni libere (e dunque

per la valutazione dei parametri modali) del ponte [5].

Oltre a consentire la determinazione dei parametri modali tramite l’analisi delle vibrazioni

libere, le trasformate wavelet hanno anche altre proprietà che si adattano bene al caso in

esame:

• la sensibilità alle basse frequenze è alta;

• si prestano bene all’analisi di segnali impulsivi;

• eseguire una trasformata wavelet equivale a far passare il segnale attraverso una

serie di filtri passa-basso e passa-banda.

La scelta della funzione wavelet da usare nell’analisi dipende dal particolare problema in

esame; la presenza di rumore diffuso e la ricerca di basse frequenze suggeriscono la scelta

di una funzione con le seguenti proprietà:

1. uno spettro passa-banda in un campo di basse frequenze;

2. una funzione di scala associata il cui spettro passa-basso sia molto stretto.

La funzione di Daubechies soddisfa entrambe queste proprietà (si riveda la fig. 3.8).

Per l’analisi delle registrazioni si è usata una D20.

Essendo la funzione discretizzata in modo binario si è proceduto ad un ricampionamento

del segnale per far risultare il numero di dati uguale ad una potenza di due. Maggiore

è il numero di dati e maggiore è il numero di livelli dell’algoritmo multirisoluzione o, in

altri termini, ad un maggior numero di dati corrisponde un maggior effetto di filtraggio e

quindi una migliore chiarezza dello spettro. Da questo punto di vista il campionamento a

1200 Hz fornisce un numero di dati da analizzare superiore del campionamento a 300 Hz.

Nelle figure 4.55, 4.57 e 4.59 sono riportati, nell’ordine, gli spettri wavelet ottenuti da un

segnale verticale registrato nella prova 1 e campionato a 300 Hz, da un segnale trasversale

e da uno longitudinale registrati nella prova 2 e campionati a 1200 Hz, mentre nelle figure

4.56, 4.58 e 4.60 sono riportati i rispettivi spettri di Fourier.

Il confronto fra spettri wavelet e spettri di Fourier evidenzia la maggiore capacità
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Figura 4.55: Spettro wavelet di un segnale verticale campionato a 300 Hz.
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Figura 4.56: Spettro di Fourier del segnale di figura 4.55.
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Figura 4.57: Spettro wavelet di un segnale trasversale campionato a 1200 Hz.
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Figura 4.58: Spettro di Fourier del segnale di figura 4.57.
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data7 data 6〈 〉:= dati acquisiti dal canale 7; accelerazione LONGITUDINALE  acc: 

data7_red submatrix data7 k1, k2, 0, 0,( ):=
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Figura 4.59: Spettro wavelet di un segnale longitudinale campionato a 1200 Hz.
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Figura 4.60: Spettro di Fourier del segnale di figura 4.59.
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dei primi di evidenziare i contenuti in bassa frequenza dei segnali esaminati, consentendo

una lettura agevole dei risultati; il confronto fra spettri wavelet di segnali campionati a

frequenze diverse non evidenzia invece differenze di chiarezza negli stessi.

Sono stati esaminati i dati registrati nelle prove da 1 a 21 e sono state rilevate, per ogni

prova, le frequenze di risonanza. I risultati sono sintetizzati nelle tabelle 4.61, 4.62 e 4.63:

in verde sono evidenziate le prove aventi gli spettri più netti; con le lettere D, M, N sono

contrassegnati, rispettivamente, i segnali che presentano spettri di intensità debole, media

e netta.

Le tabelle 4.64, 4.65 e 4.66 riportano solo le frequenze relative ai segnali contraddistinti

con le lettere M ed N; per ognuna si riporta anche un quadro sinottico con il valor medio

e la deviazione standard dei valori rilevati.

I quadri delle figure 4.67, 4.68 e 4.69 riportano sinteticamente, campata per campata, i

valori medi e le deviazioni standard delle frequenze rilevate.
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Prova F n° Oss
1 300 1V M 0.138 0.431 0.87 2.64 4.39 5.56 6 6.29
1 300 2V N 0.136 0.429 1.02 2.19 2.63 4.53 4.79 5.56 6.14

2 1200 1V N 0.14 0.435 0.731 1.01 1.31 1.9 2.2 3.37 3.66 4.37 6 6.58
2 1200 2V N 0.147 0.573 1.01 1.31 1.6 2.19 2.5 2.78 3.35 3.65 4.53 5.56 5.99 6.58 7.02

3 1200 4V M 0.426 1.02 1.61 2.19 2.63 3.36 4.53 5.56 6.29 7.01
3 1200 5V D 0.438 0.719 1.02 1.31 1.89 2.19 2.62 3.66 4.53 4.83 5.56 6.14

4 1200 4V D 0.296 1.02 1.6 2.19 2.48 3.22 3.66 4.98 6.3 6.64 7.03
4 1200 5V D 0.143 1.01 1.89 2.18 2.62 3.68 4.53 4.97 5.41 5.85 6.3 7.03

5 1200 4V N 0.0596 0.215 0.44 0.596 0.948 1.23 1.67 1.89 2.25 2.4 2.84 3.22 3.43 3.72 3.87 6.93
5 1200 5V N 0.129 0.269 0.488 1.01 1.14 1.66 1.88 2.32 3.79 4 4.66 7.02

6 1200 4V M 0.203 0.497 1.09 2.26 3.5 4.6
6 1200 5V N 0.063 0.2 0.502 1.08 2.26 4.59

7 1200 4V D 0.133 0.427 0.709 1.01 2.03 3.35 3.94
7 1200 5V D 0.569 3.5 4.37

8 1200 4V D 0.134 0.427 1.01 1.31 2.04 2.91 3.2 3.79 4.09 4.38 4.98 5.71 6.3 6.74 7.03
8 1200 5V D 0.272 0.71 1.01 1.31 1.74 2.46 2.76 3.5 3.94 4.67 4.97 5.7 6.28 6.88

9 1200 7V D 0.279 0.573 1.01 1.6 2.33 2.63 3.2 3.5 3.94 4.52 4.98 5.71 5.99 6.44 6.74
9 1200 8V D 0.288 0.866 1.45 2.18 2.76 3.36 3.64 4.08 4.97 5.86 6.3 6.58

10 1200 7V D 0.574 0.868 1.16 1.6 2.19 2.48 3.06 3.35 4.09 4.53 4.83 6.44 6.89
10 1200 8V D 0.71 1.01 1.31 1.76 2.03 2.34 2.62 2.92 3.36 3.64 4.23 4.51 5.14 5.56 6.14 6.58 7.02

11 1200 7V N 0.133 0.427 0.867 1.31 1.75 2.04 2.33 3.35 3.64 4.23 4.52 4.83 5.56 6 6.59 6.88
11 1200 8V M 0.415 0.728 1.17 2.18 2.47 2.9 3.34 3.64 4.08 4.38 4.83 5.57 6.15 6.58 6.88

12 1200 7V D 0.279 0.719 1.01 1.89 2.33 3.06 3.64 4.52 4.98 5.55 6 6.59 6.88
12 1200 8V D 0.412 0.71 1.31 1.74 2.32 3.94 4.51 5.42 6 6.88

13 1200 7V D 0.879 1.47 2.04 3.8 4.67 5.87 6.74
13 1200 8V D 0.274 1.15 2.32 2.9 3.8 4.38 6.15 6.74

14 1200 10V D 0.134 0.72 1.15 2.03 2.47 2.91 3.21 3.64 4.23 4.53 5.42 6.15 7.02
14 1200 11V D 0.413 1.01 1.73 2.19 3.2 4.08 4.52 4.84 5.71 6.29 6.73

15 1200 10V M 0.282 0.576 1.31 1.59 2.18 2.47 3.06 4.98 5.71 6.01 6.73 7.02
15 1200 11V M 0.569 1.02 1.31 1.6 2.18 2.62 2.9 3.2 4.05 4.5 4.97 6.01 6.44 7.01

16 1200 10V D 0.72 1.31 1.9 2.19 2.47 2.76 3.35 4.23 4.53 5.12 5.42 5.86 6.3 6.89
16 1200 11V D 0.412 0.866 1.31 1.74 2.04 2.32 2.76 3.06 3.94 4.67 5.13 5.56 6.14 6.44 6.88

17 1200 10V D 0.133 0.573 1.16 1.75 2.19 2.77 3.2 3.5 3.95 4.67 5.12 5.71 6.59 7.03
17 1200 11V D 0.412 1.01 1.31 1.88 2.32 2.9 3.2 3.5 3.94 4.37 5.27 5.56 5.86 6.3 6.74

18 1200 13V D 0.427 0.72 1.31 1.6 1.9 2.19 2.47 2.76 3.35 3.65 4.09 4.53 4.98 5.71 6.15 6.44 6.74 7.03
18 1200 14V D 0.131 0.412 1.01 1.74 2.03 2.32 2.62 3.06 4.37 4.97 5.42 6 6.44 6.74

19 1200 13V D 0.134 0.574 0.868 1.31 1.9 2.19 2.62 2.91 3.2 3.94 4.38 4.98 5.56 6.3 6.89
19 1200 14V D 0.412 1.01 1.31 2.03 2.48 3.2 3.5 3.79 4.08 4.51 4.97 5.56 6.14 6.58

20 1200 13V D 0.574 1.01 1.45 1.88 2.19 2.47 2.91 3.65 4.23 4.53 5.71 6.15 6.59
20 1200 14V D 0.272 1.02 1.74 2.18 2.76 3.06 3.5 3.79 4.37 4.67 5.13 5.7 6.14 6.44 7.02

21 1200 13V M 0.28 1.91 2.17 2.47 2.76 3.35 3.65 3.94 5.28 6.59 7.03
21 1200 14V N 0.131 0.412 1.02 1.31 1.74 2.18 2.62 3.2 4.51 5.13 5.56 6.14 6.74

2 14 13 21 10 18 25 27 23 18 34 24 19 18 21 21 19 15 27 27 28 27 19 21 24
0.0613 0.135 0.262 0.433 0.575 0.777 1.016 1.289 1.706 1.964 2.233 2.54 2.835 3.156 3.413 3.694 3.999 4.327 4.56 4.998 5.582 6.038 6.364 6.66 6.967
0.24 0.50 3.30 2.79 0.77 7.62 2.49 8.85 9.77 7.29 6.37 8.12 7.20 7.02 7.22 6.67 7.48 7.15 6.26 13.07 10.26 10.90 8.93 7.73 6.88SQM (%)

Frequenze (Hz)

Elementi colonna
Valor MEDIO

Figura 4.61: Tabella frequenze rilevate accelerazioni verticali
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Prova F n° Oss
1 300 1T N 0.285 0.583 1.02 1.45 2.19 3.37 3.66 3.94 4.54
1 300 2T M 0.287 0.724 1.16 1.75 2.34 2.63 3.06 3.36 3.81 4.83 5.26 5.7 6.28
1 300 3T D 0.142 0.43 1.02 1.9 2.19 2.64 2.92 3.65 4.1 4.52 4.83 5.26 5.71 6.44 7.02
2 1200 1T N 0.139 0.439 0.725 1.03 1.6 1.9 2.18 4.53 4.96 6 6.73
2 1200 2T N 0.143 0.433 1.01 2.19 2.65 3.23 3.5 3.81 4.54 4.97 5.27 5.55 6.01 6.31 6.72
2 1200 3T N 0.143 0.433 1.01 1.75 2.05 2.48 3.52 3.81 4.39 4.97 5.55 6 6.42 6.74
3 1200 3T N 0.145 0.438 1.03 1.61 2.19 4.53 4.83 5.27 5.56 6.15 6.44 6.88
3 1200 4T M 0.136 0.437 1.31 1.74 2.19 2.48 3.21 3.52 3.8 4.54 5.12 5.99 6.29 6.58 6.88
3 1200 5T M 0.284 0.723 1.31 2.34 3.07 3.8 5.26 5.57 6.13
4 1200 3T N 0.14 0.433 1.02 2.19 2.63 3.37 4.54 4.83 5.42 6 6.43 6.75 7.03
4 1200 4T D 0.285 0.585 0.869 1.17 1.45 2.19 2.49 3.22 3.65 4.39 4.82 5.4 6 6.42 6.85
4 1200 5T D 0.421 0.726 1.01 1.45 2.19 2.63 2.92 3.36 4.54 4.82 5.42 5.99 6.44 6.88
5 1200 3T M 0.044 0.196 0.483 1.07 1.95 2.25 2.54 2.91 3.2 3.93 5.19 5.5 6.07 6.29 6.81 7.1
5 1200 4T N 0.058 0.202 0.434 0.864 1.01 1.82 2.12 2.53 2.77 2.98 3.2 3.79 5.18 5.4 5.85 7.08
5 1200 5T N 0.043 0.196 0.469 0.64 0.93 1.08 2.02 2.24 2.91 3.2 3.93 4.6 5.18 6.05 6.27 6.77 7.09
6 1200 3T D 0.201 0.502 0.788 3.36 3.58 4.01 4.24
6 1200 4T M 0.201 1.09 1.96 2.1 2.33 3.36 3.57 3.99 4.6
6 1200 5T D 0.205 0.496 0.648 1.08 1.74 1.96 2.1 2.32 2.99 3.33 3.57 4.01 4.59
7 1200 3T M 0.127 0.415 3.51 4.37 5.26 5.57 5.87 6.3 6.88
7 1200 4T M 0.711 0.998 2.33 3.06 3.49 4.08 4.52 5.41 5.86 6.15 6.58
7 1200 5T M 0.129 0.863 2.18 3.5 4.36 4.66 5.27 5.58 5.85 6.29 6.89
8 1200 3T D 0.41 0.712 1.01 1.3 1.89 2.33 2.77 3.92 4.52 4.83 5.13 5.57 6.43 6.73 7.02
8 1200 4T D 0.709 0.996 1.59 2.18 3.2 3.94 4.37 4.83 5.41 6.45
8 1200 5T D 0.424 0.722 1.01 1.44 4.52 5.99 6.43 6.72

9 1200 6T D 0.279 1.01 1.88 6.43 7.01
9 1200 7T Piatta
9 1200 8T D 0.561 1.01 1.74 2.32 2.61 3.35 4.97 5.86 7.02
10 1200 6T M 0.718 1.02 1..60 2.05 2.32 2.61 3.34 4.37 4.97 5.41 6.58 7.02
10 1200 7T M 0.422 2.32 2.61 3.2 4.37 4.98 5.41 5.86 6.59
10 1200 8T M 0.119 0.428 1.3 1.76 2.03 2.32 2.77 3.19 4.22 5.15 5.55

11 1200 6T D 0.127 0.855 1.29 1.73 2.17 2.92 3.36 3.78 4.23 5.23 5.69 6.43
11 1200 7T N 0.133 0.563 1.01 1.3 1.89 2.18 2.91 3.34 3.79 4.52 4.97 5.28 6.01 6.6 7.01
11 1200 8T N 0.268 1 1.29 1.87 2.18 2.61 3.07 3.5 3.81 5.58 5.86 6.29 6.73
12 1200 6T N 0.125 0.413 1.29 2.17 2.61 3.05 3.62 3.93 4.52 5.99 6.43 6.87
12 1200 7T M 0.996 1.88 2.32 2.77 3.65 4.69 5.26 6 6.61 6.88
12 1200 8T M 0.269 0.558 1 1.28 1.74 2.32 2.76 3.63 4.66 5.29 5.56 6.01 6.74
13 1200 6T D 2.32 4.37 5.84 6.43
13 1200 7T D 0.852 2.32 4.08 6.14 7.02
13 1200 8T D 4.08 4.98 5.57 6.15 6.74
14 1200 9T D 0.273 0.565 0.858 1.3 1.89 2.18 2.62 3.06 3.65 3.94 4.23 4.53 4.98 5.42 6.01 6.59 6.89
14 1200 10T D 0.424 0.718 1.01 2.19 2.77 3.21 3.78 4.23 4.52 6.59 6.88
14 1200 11T D 0.425 0.852 1.74 2.17 2.9 3.64 4.06 4.66 4.97 5.57 6.15 6.59 7
15 1200 9T M 0.415 1.01 1.9 2.17 3.05 3.47 3.79 4.67 6.14 6.43 7.02
15 1200 10T N 0.278 0.707 1.16 1.44 2.18 3.06 3.5 3.93 4.67 5.12 5.56 6.15 6.44 6.89
15 1200 11T M 0.419 0.999 1.29 1.89 2.6 2.91 3.2 3.49 4.24 4.52 4.99 5.56 6.45 6.87
16 1200 9T M 0.127 1.01 1.29 2.17 2.76 3.2 3.78 4.67 5.25 5.99 6.43 7.01
16 1200 10T M 0.279 0.565 0.996 2.75 3.34 4.37 4.67 5.12 5.57 6.02 6.29 6.88
16 1200 11T M 0.269 1.16 2.76 3.34 4.39 4.66 5.12 6.01 6.3 6.88
17 1200 9T M 0.854 1.88 2.32 2.76 3.35 4.08 5.85 6.29 6.73 7.02
17 1200 10T M 0.422 0.997 2.03 2.32 2.91 3.34 4.51 4.98 5.86 6.29 6.73 7.02
17 1200 11T M 0.25 0.562 0.853 1.14 1.59 2.32 2.77 3.2 3.64 4.38 5.71 6.45 7.03
18 1200 12T M 0.113 0.418 1.14 1.45 2.33 2.61 2.9 3.78 5.1 5.4 5.69 6.13 6.72

18 1200 13T D 0.422 0.71 1.16 1.45 1.88 2.47 2.92 3.78 4.37 4.66 5.11 5.39 5.7 6.13 6.42 6.72
18 1200 14T D 0.269 1 1.57 1.87 2.47 2.9 3.63 3.94 4.23 4.66 5.12 5.41 5.7 6.14 6.74
19 1200 12T D 0.873 1.3 1.58 2.33 3.05 3.65 4.22 4.66 5.1 5.54 5.84 6.13 6.42 6.72 7.01
19 1200 13T D 0.279 0.71 0.997 1.45 1.88 2.31 2.76 3.06 4.21 4.66 5.11 5.54 6.13 6.42 6.72 7.01
19 1200 14T D 0.269 0.712 1.74 2.47 2.92 3.5 3.79 4.23 4.98 5.56 5.85 6.13 6.43 6.74 7.03
20 1200 12T D 0.855 1.6 2.48 3.2 3.79 4.52 5.11 5.55 6.13 6.43 6.72
20 1200 13T D 0.117 0.422 0.71 1.45 1.86 2.18 2.76 3.2 3.63 4.37 4.82 5.11 6.13 6.42 6.72
20 1200 14T D 0.273 0.564 1.3 1.59 1.88 2.48 2.77 3.19 3.64 3.93 4.37 4.66 5.11 5.57 6.15 6.44 6.73
21 1200 12T D 0.127 0.719 1.73 2.17 2.61 2.92 4.08 4.52 5.11 5.55 6.28 6.72
21 1200 13T N 0.13 1.01 1.31 1.59 2.19 3.35 3.94 4.53 4.82 5.26 5.72 6.17 6.58 7.03
21 1200 14T M 1 1.29 1.58 2.61 2.9 4.08 4.52 4.97 5.41 6.01 6.44

Frequenze (Hz)

Figura 4.62: Tabella frequenze rilevate accelerazioni trasversali
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Prova F n° Oss
1 300 1L D 0.288 0.581 1.02 1.31 1.74 2.19 2.63 3.37 3.81 4.24 4.53 4.98 5.42 5.85 6.29 7.02
1 300 2L N 0.144 0.579 1.02 2.34 2.93 3.36 3.65 4.53 4.98 5.28 5.85 6.3
1 300 3L D 0.141 0.431 0.732 1.02 1.31 1.75 2.19 2.92 3.36 3.65 4.09 4.97 5.26 5.56 5.85 6.14 6.59 6.88
2 1200 1L M 0.142 0.72 1.01 1.75 2.18 2.49 3.21 3.5 3.81 4.53 4.82 5.27 5.57 5.99 6.44 7.02
2 1200 2L N 0.144 0.438 0.872 1.32 1.6 2.34 2.78 3.21 4.68 5.27 5.69 6.01 6.29 6.59 6.87
2 1200 3L M 0.296 0.724 1.02 1.61 2.21 2.64 3.06 3.8 4.39 4.68 5.12 5.56 6 6.44 7.02
3 1200 3L M 0.278 0.725 1.01 1.46 1.75 2.19 2.62 2.91 3.5 3.95 4.54 5.26 5.56 6.14 6.44 7.03
3 1200 4L D 0.14 0.576 0.876 1.16 1.75 2.2 2.63 2.92 3.22 3.5 3.8 4.39 4.82 5.39 6.15 6.58 6.88
3 1200 5L D 0.437 1.01 1.6 2.19 2.62 3.21 3.66 3.95 4.82 5.41 6.13 6.58 7.03
4 1200 3L D 0.585 1.16 1.45 2.33 2.62 3.05 3.35 3.66 3.95 4.83 5.26 5.56 5.85 6.73
4 1200 4L D 0.15 0.438 1.02 1.45 1.75 2.33 2.93 3.36 3.65 4.1 4.53 4.82 5.41 5.7 6.3 6.73 7.02
4 1200 5L D 0.433 0.722 1.01 1.45 1.9 2.2 2.63 3.36 3.8 4.24 4.53 5.25 5.86 6.72 7.03
5 1200 3L M 0.0569 0.206 0.34 0.706 1.31 1.59 2.04 2.47 2.62 2.77 3.27 3.78 4 4.15 4.67 4.87 5.25 5.47 5.62 5.78 6.28 6.5 6.93
5 1200 4L N 0.0449 0.422 0.783 0.996 1.21 1.73 2.03 3.28 3.64 3.78 4.02 4.38 5.13 6.08 6.95
5 1200 5L N 0.0409 0.191 0.494 0.701 0.927 1.15 1.86 2.1 2.25 2.98 3.42 4 4.59 5.14 6.76 7.1
6 1200 3L D 0.0668 0.205 0.421 0.573 0.864 1.08 1.37 1.98 2.18
6 1200 4L D 0.267 0.493 1.01 1.59 2.18 3.72 4.37 4.53
6 1200 5L D 0.196 0.486 1.01 1.45 2.11 3.86
7 1200 3L D 0.132 0.428 1.02 1.46 1.89 2.63 2.93 3.65 3.95 4.38 4.68 5.42 5.84 6.29 6.73
7 1200 4L D 0.877 1.31 2.34 2.92 4.68 5.12 5.71 6.29 6.73 7
7 1200 5L D 0.438 5.41 6.29 6.73
8 1200 3L D 0.421 0.709 1.15 1.45 2.18 2.91 3.2 3.64 4.23 4.83 5.11 5.56 5.83 6.15 6.44 7.03
8 1200 4L D 0.133 0.56 1.15 1.45 2.17 2.61 3.2 4.22 5.11 5.84 6.42
8 1200 5L D 0.571 0.854 1.29 1.74 2.03 2.61 3.48 4.98 5.26 6 6.43
9 1200 6L D 0.565 1 1.31 1.75 2.05 2.33 2.92 3.49 4.09 4.38 5.42 5.71 6 6.27 7.03
9 1200 7L D 0.264 0.708 1 1.3 1.59 2.17 3.2 3.79 4.37 4.81 5.25 5.7 6.27 7.01
9 1200 8L D 0.268 0.854 1.16 1.76 2.35 3.05 3.48 3.78 4.22 4.98 5.26 5.56 6.3 7.02
10 1200 6L D 0.59 1.44 2.19 2.47 3.06 3.94 4.52 4.97 5.27 6.01 6.59 7.02
10 1200 7L D 0.281 0.708 1.02 1.45 1.74 2.32 2.61 3.05 3.5 3.79 4.22 4.68 4.96 5.25 5.55 5.84 6.57 7.01
10 1200 8L D 0.854 1.16 1.46 1.88 2.33 2.65 3.05 3.63 4.52 4.98 5.26 5.56 5.84 6.58 7
11 1200 6L D 0.423 0.706 1.01 1.59 2.17 3.21 3.49 3.94 4.52 5.42 5.86 6.29 6.59 6.87
11 1200 7L M 0.118 0.414 0.858 1.88 2.91 3.21 3.79 4.04 4.39 4.84 5.27 5.84 6.58 6.89
11 1200 8L M 0.116 1 1.59 2.46 3.2 3.48 4.09 4.52 5.22 5.85 6.27 6.57 6.85
12 1200 6L M 0.71 1.01 1.31 2.33 3.06 3.49 3.93 4.64 5.39 5.85 6.58
12 1200 7L D 0.428 0.708 1 1.74 2.32 3.05 3.5 4.07 4.52 4.81 5.25 5.55 6.12 6.57 6.86
12 1200 8L M 0.121 0.557 1.01 1.88 2.31 3.07 3.49 4.22 4.53 4.83 5.85 6.3 6.59 7.02
13 1200 6L D 0.573 1.44 2.91 4.67 6.44 7.02
13 1200 7L D 0.839 1.76 2.32 3.22 4.09 4.66 6.42 7.01
13 1200 8L D 1.16 2.31 3.2 4.65 5.56 6.43 7.02
14 1200 9L M 0.124 0.707 1.01 1.29 1.59 2.18 2.91 3.49 4.23 4.52 4.96 6.01 6.58 7.01
14 1200 10L D 0.118 0.578 1 1.45 1.89 2.32 2.76 3.06 3.35 3.65 4.07 4.52 5.13 5.42 5.85 6.59 7.03
14 1200 11L D 0.27 1.01 1.29 1.86 2.46 3.05 3.48 3.79 4.07 4.37 5.41 5.85 6.59 7.02
15 1200 9L D 0.124 0.425 1.01 1.3 1.59 2.76 3.06 3.36 4.08 4.81 5.11 5.39 6.13 6.58 7.01
15 1200 10L M 0.119 0.415 0.727 1.01 1.6 3.06 3.37 3.93 4.39 5.13 5.4 6.13 6.57 7.01
15 1200 11L N 0.265 1 1.46 2.17 2.8 3.04 3.52 3.93 4.24 4.52 4.82 5.41 5.99 6.56 7.03
16 1200 9L D 0.573 0.856 1.29 1.74 2.02 2.47 3.19 3.79 4.07 4.52 4.97 5.29 5.56 6.29 6.74
16 1200 10L D 0.413 1 1.3 1.74 2.04 2.32 2.61 2.91 3.5 3.79 4.22 4.96 5.25 5.55 6.26 7.01
16 1200 11L D 0.276 1.01 1.74 2.04 2.61 2.91 3.21 4.38 4.81 5.71 6.01 6.44
17 1200 9L D 0.137 0.43 1 1.3 1.59 1.88 2.62 3.06 3.35 3.79 4.08 4.38 4.98 5.42 6.01 6.89
17 1200 10L D 0.411 0.706 1.15 1.74 2.18 2.46 3.05 3.5 3.79 4.09 4.52 5.11 5.55 6.12 6.72
17 1200 11L D 0.119 0.572 1.01 1.29 1.59 2.61 3.05 3.35 3.94 4.37 4.83 5.41 5.83 6.15 6.74 7.02
18 1200 12L D 0.122 0.573 1.01 1.44 1.74 2.47 2.76 3.21 3.49 3.94 4.22 4.67 5.12 5.72 6.14 6.74
18 1200 13L D 0.133 0.577 1.3 1.89 2.17 2.46 2.76 3.2 3.5 4.07 4.81 5.4 5.68 6.12 7.01
18 1200 14L D 0.286 0.704 1.01 1.29 1.59 1.88 2.18 2.76 3.2 3.63 3.92 4.65 4.98 5.41 5.71 6.15
19 1200 12L D 0.122 0.423 0.856 1.29 2.17 2.47 3.21 3.94 4.37 4.67 4.97 5.56 5.86 6.14 6.44 6.74 7.02
19 1200 13L D 0.855 1.28 1.87 2.32 2.76 3.04 3.35 3.94 4.22 4.66 4.96 5.24 5.84 7.01
19 1200 14L D 0.133 0.71 1.16 1.73 2.18 2.75 3.2 3.5 3.79 4.07 4.67 4.98 5.85 6.15 6.45 7.02
20 1200 12L M 0.122 0.723 1.02 1.29 1.74 2.17 2.47 2.76 3.19 3.64 4.22 4.52 4.97 5.42 6.14 6.59 6.87
20 1200 13L D 0.56 0.855 1.15 1.76 2.48 2.76 3.35 3.78 4.22 4.52 4.96 5.4 6.12 6.57
20 1200 14L D 0.118 1.01 1.29 1.74 2.03 2.33 2.9 3.2 3.48 4.07 4.37 4.82 5.13 5.58 5.98 6.43 6.73
21 1200 12L D 0.425 0.707 1.01 1.59 2.02 2.32 2.76 3.21 3.64 4.23 4.81 5.11 5.69 5.99 6.28 6.71
21 1200 13L M 0.119 0.415 0.858 1.3 1.6 2.33 2.61 2.89 3.21 3.66 4.08 4.67 5.11 5.4 5.98 6.27 6.57
21 1200 14L N 0.267 0.993 1.29 1.73 2.17 2.62 3.34 3.64 4.21 4.51 4.84 5.12 5.55 6.29 6.73

Frequenze (Hz)

Figura 4.63: Tabella frequenze rilevate accelerazioni longitudinali
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Prova F n° Oss
1 300 1V M 0.138 0.431 0.87 2.64 4.39 5.56 6 6.29
1 300 2V N 0.136 0.429 1.02 2.19 2.63 4.53 4.79 5.56 6.14

2 1200 1V N 0.14 0.435 0.731 1.01 1.31 1.9 2.2 3.37 3.66 4.37 6 6.58
2 1200 2V N 0.147 0.573 1.01 1.31 1.6 2.19 2.5 2.78 3.35 3.65 4.53 5.56 5.99 6.58 7.02
3 1200 4V M 0.426 1.02 1.61 2.19 2.63 3.36 4.53 5.56 6.29 7.01

5 1200 4V N 0.0596 0.215 0.44 0.596 0.948 1.23 1.67 1.89 2.25 2.4 2.84 3.22 3.43 3.72 3.87 6.93
5 1200 5V N 0.129 0.269 0.488 1.01 1.14 1.66 1.88 2.32 3.79 4 4.66 7.02

6 1200 4V M 0.203 0.497 1.09 2.26 3.5 4.6
6 1200 5V N 0.063 0.2 0.502 1.08 2.26 4.59

11 1200 7V N 0.133 0.427 0.867 1.31 1.75 2.04 2.33 3.35 3.64 4.23 4.52 4.83 5.56 6 6.59 6.88
11 1200 8V M 0.415 0.728 1.17 2.18 2.47 2.9 3.34 3.64 4.08 4.38 4.83 5.57 6.15 6.58 6.88

15 1200 10V M 0.282 0.576 1.31 1.59 2.18 2.47 3.06 4.98 5.71 6.01 6.73 7.02
15 1200 11V M 0.569 1.02 1.31 1.6 2.18 2.62 2.9 3.2 4.05 4.5 4.97 6.01 6.44 7.01

21 1200 13V M 0.28 1.91 2.17 2.47 2.76 3.35 3.65 3.94 5.28 6.59 7.03
21 1200 14V N 0.131 0.412 1.02 1.31 1.74 2.18 2.62 3.2 4.51 5.13 5.56 6.14 6.74

15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
2 7 6 11 4 4 10 9 9 4 14 10 5 4 8 7 5 4 9 7 8 9 3 7 9

13.33 46.7 40 73.3 26.7 26.7 66.7 60 60 26.7 93.3 66.7 33.3 26.7 53.3 46.7 33.3 26.7 60 46.7 53.3 60 20 46.7 60
0.14 0.24 0.45 1.02 1.27 1.68 2.22 2.55 3.38 3.68 4.55 4.97 5.58 6.05 6.63 6.98
0.61 3.95 3.32 3.93 6.89 10.47 5.42 9.11 5.57 5.64 5.29 17.95 5.26 7.11 7.39 6.28

Frequenze (Hz)

Misure disponibili

Valor MEDIO
SQM (%)

GLOBALE PONTE

% disponibili su totali

Totale prove

Figura 4.64: Tabella frequenze accelerazioni verticali

Prova F n° Oss
1 300 1T N 0.285 0.583 1.02 1.45 2.19 3.37 3.66 3.94 4.54
1 300 2T M 0.287 0.724 1.16 1.75 2.34 2.63 3.06 3.36 3.81 4.83 5.26 5.7 6.28

2 1200 1T N 0.139 0.439 0.725 1.03 1.6 1.9 2.18 4.53 4.96 6 6.73
2 1200 2T N 0.143 0.433 1.01 2.19 2.65 3.23 3.5 3.81 4.54 4.97 5.27 5.55 6.01 6.31 6.72
2 1200 3T N 0.143 0.433 1.01 1.75 2.05 2.48 3.52 3.81 4.39 4.97 5.55 6 6.42 6.74

3 1200 3T N 0.145 0.438 1.03 1.61 2.19 4.53 4.83 5.27 5.56 6.15 6.44 6.88
3 1200 4T M 0.136 0.437 1.31 1.74 2.19 2.48 3.21 3.52 3.8 4.54 5.12 5.99 6.29 6.58 6.88
3 1200 5T M 0.284 0.723 1.31 2.34 3.07 3.8 5.26 5.57 6.13
4 1200 3T N 0.14 0.433 1.02 2.19 2.63 3.37 4.54 4.83 5.42 6 6.43 6.75 7.03

5 1200 3T M 0.044 0.196 0.483 1.07 1.95 2.25 2.54 2.91 3.2 3.93 5.19 5.5 6.07 6.29 6.81 7.1
5 1200 4T N 0.058 0.202 0.434 0.864 1.01 1.82 2.12 2.53 2.77 2.98 3.2 3.79 5.18 5.4 5.85 7.08
5 1200 5T N 0.043 0.196 0.469 0.64 0.93 1.08 2.02 2.24 2.91 3.2 3.93 4.6 5.18 6.05 6.27 6.77 7.09
6 1200 4T M 0.201 1.09 1.96 2.1 2.33 3.36 3.57 3.99 4.6

7 1200 3T M 0.127 0.415 3.51 4.37 5.26 5.57 5.87 6.3 6.88
7 1200 4T M 0.711 0.998 2.33 3.06 3.49 4.08 4.52 5.41 5.86 6.15 6.58
7 1200 5T M 0.129 0.863 2.18 3.5 4.36 4.66 5.27 5.58 5.85 6.29 6.89

10 1200 6T M 0.718 1.02 1..60 2.05 2.32 2.61 3.34 4.37 4.97 5.41 6.58 7.02
10 1200 7T M 0.422 2.32 2.61 3.2 4.37 4.98 5.41 5.86 6.59
10 1200 8T M 0.119 0.428 1.3 1.76 2.03 2.32 2.77 3.19 4.22 5.15 5.55

11 1200 7T N 0.133 0.563 1.01 1.3 1.89 2.18 2.91 3.34 3.79 4.52 4.97 5.28 6.01 6.6 7.01
11 1200 8T N 0.268 1 1.29 1.87 2.18 2.61 3.07 3.5 3.81 5.58 5.86 6.29 6.73

12 1200 6T N 0.125 0.413 1.29 2.17 2.61 3.05 3.62 3.93 4.52 5.99 6.43 6.87
12 1200 7T M 0.996 1.88 2.32 2.77 3.65 4.69 5.26 6 6.61 6.88
12 1200 8T M 0.269 0.558 1 1.28 1.74 2.32 2.76 3.63 4.66 5.29 5.56 6.01 6.74

15 1200 9T M 0.415 1.01 1.9 2.17 3.05 3.47 3.79 4.67 6.14 6.43 7.02
15 1200 10T N 0.278 0.707 1.16 1.44 2.18 3.06 3.5 3.93 4.67 5.12 5.56 6.15 6.44 6.89
15 1200 11T M 0.419 0.999 1.29 1.89 2.6 2.91 3.2 3.49 4.24 4.52 4.99 5.56 6.45 6.87

16 1200 9T M 0.127 1.01 1.29 2.17 2.76 3.2 3.78 4.67 5.25 5.99 6.43 7.01
16 1200 10T M 0.279 0.565 0.996 2.75 3.34 4.37 4.67 5.12 5.57 6.02 6.29 6.88
16 1200 11T M 0.269 1.16 2.76 3.34 4.39 4.66 5.12 6.01 6.3 6.88

17 1200 9T M 0.854 1.88 2.32 2.76 3.35 4.08 5.85 6.29 6.73 7.02
17 1200 10T M 0.422 0.997 2.03 2.32 2.91 3.34 4.51 4.98 5.86 6.29 6.73 7.02
17 1200 11T M 0.25 0.562 0.853 1.14 1.59 2.32 2.77 3.2 3.64 4.38 5.71 6.45 7.03
18 1200 12T M 0.113 0.418 1.14 1.45 2.33 2.61 2.9 3.78 5.1 5.4 5.69 6.13 6.72

21 1200 13T N 0.13 1.01 1.31 1.59 2.19 3.35 3.94 4.53 4.82 5.26 5.72 6.17 6.58 7.03
21 1200 14T M 1 1.29 1.58 2.61 2.9 4.08 4.52 4.97 5.41 6.01 6.44

36 36 36 36 36 36 36 36 35 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
3 14 13 17 6 11 23 17 12 15 19 16 19 15 21 16 21 10 23 13 20 20 27 7 24 16 22

8.3333 38.889 36.111 47.222 16.667 30.556 63.889 47.222 34.286 41.667 52.778 44.444 52.778 41.667 58.333 44.444 58.333 27.778 63.889 36.111 55.556 55.556 75 19.444 66.667 44.444 61.111
0.4324 1.0181 1.2629 1.9413 2.1895 2.37 2.6863 2.9833 3.2805 3.5481 3.8857 4.583 5.2105 5.506 5.92 6.3767 6.6938 6.9664

1.87 2.66 8.30 7.65 4.90 8.34 7.60 7.67 7.65 6.77 10.61 6.78 6.75 7.52 11.56 9.81 7.82 8.41

Frequenze (Hz)

Totale prove
Misure disponibili

Valor MEDIO

GLOBALE PONTE

% disponibili su totali

SQM (%)

Figura 4.65: Tabella frequenze accelerazioni trasversali
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Prova F n° Oss
1 300 2L N 0.144 0.579 1.02 2.34 2.93 3.36 3.65 4.53 4.98 5.28 5.85 6.3
2 1200 1L M 0.142 0.72 1.01 1.75 2.18 2.49 3.21 3.5 3.81 4.53 4.82 5.27 5.57 5.99 6.44 7.02
2 1200 2L N 0.144 0.438 0.872 1.32 1.6 2.34 2.78 3.21 4.68 5.27 5.69 6.01 6.29 6.59 6.87
2 1200 3L M 0.296 0.724 1.02 1.61 2.21 2.64 3.06 3.8 4.39 4.68 5.12 5.56 6 6.44 7.02
3 1200 3L M 0.278 0.725 1.01 1.46 1.75 2.19 2.62 2.91 3.5 3.95 4.54 5.26 5.56 6.14 6.44 7.03
5 1200 3L M 0.0569 0.206 0.34 0.706 1.31 1.59 2.04 2.47 2.62 2.77 3.27 3.78 4 4.15 4.67 4.87 5.25 5.47 5.62 5.78 6.28 6.5 6.93
5 1200 4L N 0.0449 0.422 0.783 0.996 1.21 1.73 2.03 3.28 3.64 3.78 4.02 4.38 5.13 6.08 6.95
5 1200 5L N 0.0409 0.191 0.494 0.701 0.927 1.15 1.86 2.1 2.25 2.98 3.42 4 4.59 5.14 6.76 7.1

11 1200 7L M 0.118 0.414 0.858 1.88 2.91 3.21 3.79 4.04 4.39 4.84 5.27 5.84 6.58 6.89
11 1200 8L M 0.116 1 1.59 2.46 3.2 3.48 4.09 4.52 5.22 5.85 6.27 6.57 6.85
12 1200 6L M 0.71 1.01 1.31 2.33 3.06 3.49 3.93 4.64 5.39 5.85 6.58
12 1200 8L M 0.121 0.557 1.01 1.88 2.31 3.07 3.49 4.22 4.53 4.83 5.85 6.3 6.59 7.02
14 1200 9L M 0.124 0.707 1.01 1.29 1.59 2.18 2.91 3.49 4.23 4.52 4.96 6.01 6.58 7.01
15 1200 10L M 0.119 0.415 0.727 1.01 1.6 3.06 3.37 3.93 4.39 5.13 5.4 6.13 6.57 7.01
15 1200 11L N 0.265 1 1.46 2.17 2.8 3.04 3.52 3.93 4.24 4.52 4.82 5.41 5.99 6.56 7.03
20 1200 12L M 0.122 0.723 1.02 1.29 1.74 2.17 2.47 2.76 3.19 3.64 4.22 4.52 4.97 5.42 6.14 6.59 6.87
21 1200 13L M 0.119 0.415 0.858 1.3 1.6 2.33 2.61 2.89 3.21 3.66 4.08 4.67 5.11 5.4 5.98 6.27 6.57
21 1200 14L N 0.267 0.993 1.29 1.73 2.17 2.62 3.34 3.64 4.21 4.51 4.84 5.12 5.55 6.29 6.73

18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18
3 12 4 6 3 13 14 2 9 12 5 8 9 8 13 12 12 5 10 10 15 9 13 6 6 6 7 3 7 14 6 10

16.667 66.67 22.22 33.33 16.67 72.22 77.78 11.11 50 66.67 27.78 44.44 50 44.44 72.22 66.67 66.67 27.78 55.56 55.56 83.33 50 72.22 33.33 33.33 33.33 38.89 16.67 38.89 77.78 33.33 55.56
0.139 0.755 1.003 1.337 1.657 2.171 2.367 2.645 2.952 3.273 3.558 3.997 4.282 4.577 4.881 5.198 6.543 7.012
2.99 6.47 2.34 7.07 7.40 3.18 7.98 9.59 10.40 8.05 7.81 6.11 9.39 6.98 6.85 7.18 6.01 4.61

Valor MEDIO
SQM (%)

Frequenze (Hz)

Totale prove
Misure disponibili

% disponibili su totali

GLOBALE PONTE

Figura 4.66: Tabella frequenze accelerazioni longitudinali

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
0 4 0 3 1 2 3 2 1 1 3 3 1 0 2 2 0 2 2 1 3 4 1 2 1
0 100 0 75 25 50 75 50 25 25 75 75 25 0 50 50 0 50 50 25 75 100 25 50 25

0.140 0.432 0.801 1.013 1.310 2.193 2.590 3.360 3.655 4.380 4.530 5.560 6.033 6.580
0.479 0.306 9.829 0.577 0 0.577 7.81 1.414 0.707 1.414 0 0 7.182 0

5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
2 1 4 5 1 0 5 2 3 2 5 2 1 1 3 2 2 0 4 0 1 0 1 0 3

40 20 80 100 20 0 100 40 60 40 100 40 20 20 60 40 40 0 80 0 20 0 20 0 60
0.0613 0.222 0.471 1.03 1.185 1.647 1.885 2.256 2.515 3.43 3.755 3.935 4.595 6.987
0.2404 3.216 3.504 5.771 6.364 3.215 0.707 4.615 16.26 7 4.95 9.192 5.323 4.933

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 0 2 0 2 0 2 1 1 2 1 1 0 2 2 1 2 1 2 2 2 0 2 2
0 50 0 100 0 100 0 100 50 50 100 50 50 0 100 100 50 100 50 100 100 100 0 100 100

0.421 0.798 1.24 2.255 3.345 3.64 4.305 4.83 5.565 6.075 6.585 6.88
0.849 9.829 9.899 10.61 0.707 0 10.61 0 0.707 10.61 0.707 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 1 0 2 0 1 2 2 0 2 2 1 2 0 0 1 0 1 2 1 2 1 1 2
0 0 50 0 100 0 50 100 100 0 100 100 50 100 0 0 50 0 50 100 50 100 50 50 100

0.573 1.31 1.595 2.18 2.545 3.13 4.975 6.01 7.015
0.495 0 0.707 0 10.61 9.899 0.707 0 0.707

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 1 1 0 0 1 1 2 0 2 2 1 1 1 1 1 0 1 2 1 1 0 2 1
0 50 50 50 0 0 50 50 100 0 100 100 50 50 50 50 50 0 50 100 50 50 0 100 50

1.825 2.175 2.545 5.205 6.665
12.02 0.707 10.61 10.61 10.61

Misure disponibili

Valor MEDIO
SQM (%)

Campata 1

Misure disponibili

Valor MEDIO
SQM (%)

% disponibili su totali

% disponibili su totali

Campata 3

Misure disponibili

Valor MEDIO
SQM (%)

% disponibili su totali

Totale prove

Misure disponibili

Valor MEDIO
SQM (%)

% disponibili su totali

Totale prove
Campata 5

% disponibili su totali

Campata 4

Misure disponibili

Valor MEDIO
SQM (%)

Totale prove

Totale prove

Totale prove
Campata 2

Figura 4.67: Tabella frequenze accelerazioni verticali delle singole campate
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5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
0 3 2 3 1 2 4 2 3 2 3 2 2 1 3 3 4 1 3 4 2 2 4 0 3 3 0
0 60 40 60 20 40 80 40 60 40 60 40 40 20 60 60 80 20 60 80 40 40 80 0 60 60 0

0.142 0.286 0.435 0.725 1.018 1.305 1.7 1.975 2.187 2.41 2.64 3.32 3.56 3.843 4.537 4.933 5.265 5.55 5.928 6.337 6.73
0.231 0.141 0.346 0.071 0.957 20.51 8.66 10.61 0.577 9.899 1.414 7.81 8.718 6.5 0.577 6.85 0.707 0 15.17 7.371 1

11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
3 5 5 7 1 5 7 2 2 4 9 5 2 5 6 5 7 2 7 2 8 8 8 3 7 5 8

27.273 45.455 45.455 63.636 9.0909 45.455 63.636 18.182 18.182 36.364 81.818 45.455 18.182 45.455 54.545 45.455 63.636 18.182 63.636 18.182 72.727 72.727 72.727 27.273 63.636 45.455 72.727
0.135 0.216 0.444 0.818 1.043 2.200 2.442 2.986 3.257 3.518 3.903 4.570 5.216 5.501 5.943 6.330 6.698 6.979
0.75 3.823 2.343 9.638 3.678 7.141 10.47 7.765 8.406 3.114 11.13 5.132 5.63 7.954 9.453 7.234 10.99 10.49

8 8 8 8 8 8 8 8 7 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
0 3 2 3 2 1 5 5 2 5 3 5 7 3 4 4 3 3 4 3 4 5 6 0 3 5 4
0 37.5 25 37.5 25 12.5 62.5 62.5 28.571 62.5 37.5 62.5 87.5 37.5 50 50 37.5 37.5 50 37.5 50 62.5 75 0 37.5 62.5 50

1.005 1.292 1.944 2.32 2.677 3.268 3.6 4.598 5.245 5.502 5.955 6.648 6.945
0.976 0.837 8.82 0 8.381 8.382 6.782 9.032 6.455 8.468 7.396 7.981 8.103

9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
0 1 4 3 2 3 5 5 2 4 3 3 6 4 7 4 4 4 7 2 4 3 6 2 9 2 9
0 11.111 44.444 33.333 22.222 33.333 55.556 55.556 22.222 44.444 33.333 33.333 66.667 44.444 77.778 44.444 44.444 44.444 77.778 22.222 44.444 33.333 66.667 22.222 100 22.222 100

0.266 1.001 1.197 1.955 2.76 2.91 3.295 3.64 3.93 4.38 4.628 5.163 5.907 6.342 6.973
1.473 0.781 8.145 10.61 0.707 8.382 7.369 7.767 21.21 1 7.848 7.506 12.21 7.653 7.257

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
0 2 0 1 0 0 2 3 3 0 1 1 2 2 1 0 3 0 2 2 2 2 3 2 2 1 1
0 66.667 0 33.333 0 0 66.667 100 100 0 33.333 33.333 66.667 66.667 33.333 0 100 0 66.667 66.667 66.667 66.667 100 66.667 66.667 33.333 33.333

0.122 1.005 1.247 1.54 2.61 2.9 3.933 4.525 4.895 5.18 5.405 5.807 6.15 6.51
1.202 0.707 9.292 7.81 0 0 15.01 0.707 10.61 11.31 0.707 17.67 2.828 9.899

Campata 1

Misure disponibili

Valor MEDIO
% disponibili su totali

SQM (%)

Campata 2

Misure disponibili

Valor MEDIO
% disponibili su totali

SQM (%)

Campata 3

Misure disponibili

Valor MEDIO

Totale prove

% disponibili su totali

SQM (%)

Campata 4

Misure disponibili

Valor MEDIO

Totale prove

% disponibili su totali

SQM (%)

Campata 5

Misure disponibili

Valor MEDIO

Totale prove

% disponibili su totali

SQM (%)

Totale prove

Totale prove

Figura 4.68: Tabella frequenze accelerazioni trasversali delle singole campate

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
0 3 1 1 1 3 3 0 1 3 0 2 2 2 3 3 2 2 0 1 4 2 4 0 3 1 3 0 2
0 75 25 25 25 75 75 0 25 75 0 50 50 50 75 75 50 50 0 25 100 50 100 0 75 25 75 0 50

0.14 0.77 1.02 1.65 2.2 2.34 2.57 2.92 3.26 3.58 3.81 4.61 4.9 5.24 5.61 6 6.3
0.12 8.66 0.58 8.39 2.12 0 10.6 14 8.66 10.6 0.71 8.66 11.3 7.68 7.23 1 0.71

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
3 2 1 2 1 4 3 2 2 3 3 2 2 2 3 3 2 2 4 2 3 1 4 1 2 1 1 1 1

75 50 25 50 25 100 75 50 50 75 75 50 50 50 75 75 50 50 100 50 75 25 100 25 50 25 25 25 25
0.048 0.2 0.38 0.73 0.98 1.18 1.39 1.69 1.98 2.15 2.36 2.62 2.89 3.32 3.57 3.78 3.99 4.27 4.6 5.2 5.59
0.833 1.06 5.8 3.76 4.44 4.24 10.6 8.72 10.1 6.36 15.6 0 10.7 8.39 9.9 0 2.99 16.3 6.56 6.95 4.24

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
0 3 0 1 1 2 3 0 1 1 2 0 3 0 3 2 3 1 3 2 3 2 2 1 0 4 0 0 2
0 75 0 25 25 50 75 0 25 25 50 0 75 0 75 50 75 25 75 50 75 50 50 25 0 100 0 0 50

0.12 0.78 1.01 1.88 2.37 3.01 3.21 3.49 4.02 4.31 4.56 4.84 5.25 5.85 6.29
0.25 10.5 0.58 0 8.14 8.96 0.71 0.58 8.19 12 6.66 0.71 3.54 0.5 2.12

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
0 2 1 1 0 2 3 0 2 2 0 2 0 1 3 1 2 0 2 3 2 2 1 2 0 0 2 1 0
0 66.7 33.3 33.3 0 66.7 100 0 66.7 66.7 0 66.7 0 33.3 100 33.3 66.7 0 66.7 100 66.7 66.7 33.3 66.7 0 0 66.7 33.3 0

0.12 0.72 1.01 1.38 1.6 2.18 3 3.51 3.93 4.29 4.52 4.89 5.41 6
0.35 1.41 0.58 12 0.71 0.71 8.14 2.12 0 8.96 0 9.9 0.71 1.41

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
0 2 1 1 0 2 2 0 3 3 0 2 2 3 1 3 3 0 1 2 3 2 2 2 1 0 1 1 2
0 66.7 33.3 33.3 0 66.7 66.7 0 100 100 0 66.7 66.7 100 33.3 100 100 0 33.3 66.7 100 66.7 66.7 66.7 33.3 0 33.3 33.3 66.7

0.12 0.79 1.01 1.29 1.69 2.17 2.4 2.66 3.25 3.65 4.22 4.57 4.91 5.12 5.41 6.28
0.21 9.55 1.91 0.58 7.81 0 9.9 8.39 8.14 1.15 0.71 8.96 9.19 0.71 1.41 1.41

% disponibili su totali

% disponibili su totali

% disponibili su totali

% disponibili su totali

% disponibili su totali

Valor MEDIO
SQM (%)

CAMPATA 2
Totale prove

Misure disponibili

CAMPATA 1
Totale prove

Misure disponibili

Valor MEDIO
SQM (%)

CAMPATA 3
Totale prove

Misure disponibili

Valor MEDIO
SQM (%)

CAMPATA 4
Totale prove

Misure disponibili

Valor MEDIO

Valor MEDIO
SQM (%)

SQM (%)

CAMPATA 5
Totale prove

Misure disponibili

Figura 4.69: Tabella frequenze accelerazioni longitudinali delle singole campate
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Verifica dei risultati ottenuti

Per controllare che le frequenze rilevate corrispondessero effettivamente ad un modo di

vibrare della struttura in esame, e non fossero imputabili a cause esterne, per ogni pro-

va sono state sommate e sottratte, a due a due, le accelerazioni registrate nella stessa

direzione da strumenti distinti ed è stata effettuata la trasformata Wavelet dei segnali

somma e differenza. In corrispondenza delle frequenze associate ai modi di vibrare della
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Figura 4.70: Spettro dei segnali sommati (punteggiato) a confronto con quello di un

segnale singolo (continuo). I segnali sono relativi alle accelerazioni verticali registrate nella

prova 5.

struttura ci si aspetta di ottenere, per i segnali sommati, dei coefficienti delle trasformate

amplificati o ridotti secondo che i segnali addendi siano in fase o in opposizione di fase,

rispettivamente. Viceversa per i segnali sottratti.

Tutte le frequenze rilevate in precedenza hanno soddisfatto questa verifica. Nelle figure

4.70, 4.71, 4.72 e 4.73 sono riportati gli spettri dei segnali sommati e sottratti relativi,

rispettivamente, alle accelerazioni verticali e trasversali registrate nella prova 5. A tratto

continuo è rappresentato lo spettro di un segnale singolo, mentre a tratto punteggiato è

rappresentato lo spettro dei segnali combinati.
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Figura 4.71: Spettro dei segnali sottratti (punteggiato) a confronto con quello di un

segnale singolo (continuo). I segnali sono relativi alle accelerazioni verticali registrate nella

prova 5. WTt_s45 dwt data3_red data4_red+ j, daublet 18( ),( ):=
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Figura 4.72: Spettro dei segnali sommati (punteggiato) a confronto con quello di un

segnale singolo (continuo). I segnali sono relativi a due accelerazioni trasversali registrate

nella prova 5.
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WTt_s45 dwt data3_red data4_red+ j, daublet 18( ),( ):=
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Figura 4.73: Spettro dei segnali sottratti (punteggiato) a confronto con quello di un

segnale singlo (continuo). I segnali sono relativi a due accelerazioni trasversali registrate

nella prova 5.
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Valutazione dei coefficienti di smorzamento

Per ogni valore delle frequenze di risonanza è stato ricostruito il segnale ad esse associato

tramite trasformata Wavelet inversa. Sono stati utilizzati i dati delle prove 1, 5, 11 e

15 perché presentano gli spettri più netti in tutte e tre le direzioni (verticale, trasversale

e longitudinale) di registrazione. Nelle figure 4.74, 4.75 e 4.76 sono riportate, a titolo

esemplificativo, le ricostruzioni di tre segnali registrati nella prova 11, uno per ciascuna

direzione di registrazione.

funzione soglia 6: WTvk WT1k k 18=if

0 otherwise

:=

acc6 idwt WTv j, daublet 20( ),( ):=

1.5 2 2.5 3

5 .10 4

0

5 .10 4

Sec

m
/s

^2 acc6k

τk

p1 0.0009:=

p2 0.0004:=

δp ln
p1
p2

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠
:= δp 0.8109=

Figura 4.74: Accelerazione verticale ricostruita mediante trasformata Wavelet

inversa. (Il segnale è relativo alla prova 11.)

Col metodo del decremento logaritmico sono stati quindi determinati i valori dei coeffi-

cienti di smorzamento. A rigore, tale metodo non sarebbe applicabile al caso in esame

perché l’espressione analitica del segnale ricostruito non è esattamente quella di una si-

nusoide smorzata esponenzialmente.
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I valori riscontrati, il loro valor medio e la deviazione standard sono riportati nelle tabelle

di figura 4.77 e di figura 4.78.

Da un confronto dei valori ottenuti si nota che i coefficienti di smorzamento associati al

4◦ modo verticale, al 2◦ trasversale e al 3◦ longitudinale (evidenziati nelle tabelle di figura

4.77 e 4.78) differiscono di un ordine di grandezza da quelli associati agli altri modi. Que-

sto significa che tali modi non sono riconducibili al comportamento dinamico del ponte

ma a quello dell’autocarro.

funzione soglia 10: WTtk WT3k k 16=if

0 otherwise

:=

acc10 idwt WTt j, daublet 20( ),( ):=

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.002

0.001

0

0.001

0.002

Sec

m
/s

^2 acc10k

τk

p1 0.0029:=

p2 0.0013:=

δp ln
p1
p2

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠
:= δp 0.8023=

ξp
δp
2π

:= ξp 12.77 %=

Figura 4.75: Accelerazione trasversale ricostruita mediante trasformata Wavelet

inversa. (Il segnale è relativo alla prova 11.)
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funzione soglia 18: WTLk WT7k k 48=if

0 otherwise

:=

acc18 idwt WTL j, daublet 20( ),( ):=

3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8

4 .10 4

2 .10 4

0

2 .10 4

4 .10 4

Sec

m
/s

^2 acc18k

τk

p1 0.0006:=

p2 0.0003:=

δp ln
p1
p2

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠
:= δp 0.6931=

ξp
δp
2π

:= ξp 11.03%=

Figura 4.76: Accelerazione longitudinale ricostruita mediante trasformata Wavelet

inversa. (Il segnale è relativo alla prova 11.)

N° modo Frequenza
verticale (Hz) Prova 1 Prova 5 Prova 11 Prova 15 media dev st (%)

1 0.14 --- 16 --- --- 16.00
2 0.24 35.83 --- 35.84 35.83 35.83 0.01
3 0.45 --- 5.07 --- --- 5.07
4 1.02 3.66 --- 3.66 3.67 3.66 0.01
5 1.27 12.91 20.45 20.37 12.93 16.67 4.32
6 1.68 12.93 19.94 12.93 12.93 14.68 3.50
7 2.22 9.63 27.32 22.81 20.37 20.03 7.51
8 2.55 20.46 20.45 12.91 20.45 18.57 3.77
9 3.38 30.44 20.46 20.26 20.19 22.84 5.07

10 3.68 20.46 20.45 13.07 12.84 16.71 4.33
11 4.55 20.46 27.32 22.06 24.01 23.46 2.95
12 4.97 20.45 20.46 12.87 20.45 18.56 3.79
13 5.58 20.46 20.45 25.61 20.55 21.77 2.56
14 6.05 12.89 12.86 20.46 20.44 16.66 4.37
15 6.63 12.85 20.45 19.48 20.49 18.32 3.67
16 6.98 12.86 12.83 12.86 20.45 14.75 3.80

N° modo Frequenza
trasversale (Hz) Prova 1 Prova 5 Prova 11 Prova 15 media dev st

1 0.43 --- 5.07 --- --- 5.07
2 1.02 3.63 --- --- 3.66 3.65 0.02
3 1.26 20.04 20.45 19.94 20.37 20.20 0.25
4 1.94 12.93 12.86 12.94 20.37 14.78 3.73
5 2.19 22.83 27.32 23.03 20.36 23.39 2.89
6 2.37 12.86 12.86 12.77 12.86 12.84 0.04
7 2.69 12.86 20.45 13.07 12.86 14.81 3.76
8 2.98 20.46 20.45 12.86 20.46 18.56 3.80
9 3.28 12.86 20.45 12.86 20.45 16.66 4.38

10 3.55 12.85 20.46 12.62 20.45 16.60 4.46
11 3.89 20.5 12.86 12.55 20.46 16.59 4.49
12 4.58 24.23 20.45 30.97 24.03 24.92 4.39
13 5.21 20.46 12.86 12.13 20.45 16.48 4.61
14 5.51 12.86 12.86 21.04 20.45 16.80 4.56
15 5.92 12.85 20.45 13.16 12.87 14.83 3.75
16 6.38 12.77 20.45 20.68 20.45 18.59 3.88
17 6.69 12.91 20.45 12.98 20.46 16.70 4.34
18 6.97 12.86 20.45 20.46 12.86 16.66 4.38

N° modo Frequenza
Longit. (Hz) Prova 1 Prova 5 Prova 11 Prova 15 media dev st

1 0.14 --- 35.84 --- --- 35.84
2 0.76 5.07 20.37 13.49 13.5 13.11 6.26
3 1.00 3.66 --- 2.45 3.66 3.26 0.70
4 1.34 20.37 12.86 12.93 12.94 14.78 3.73
5 1.66 20.38 20.45 19.94 20.38 20.29 0.23
6 2.17 22.79 27.32 20.68 20.37 22.79 3.21
7 2.37 20.45 12.86 12.86 24.03 17.55 5.61
8 2.65 20.46 12.86 20.45 12.86 16.66 4.38
9 2.95 20.45 20.45 22.06 20.45 20.85 0.81

10 3.27 20.44 12.87 20.68 5.02 14.75 7.43
11 3.56 20.39 20.45 12.13 20.45 18.36 4.15
12 4.00 12.86 12.86 20.45 12.86 14.76 3.80
13 4.28 20.46 20.45 20.46 12.85 18.56 3.80
14 4.58 20.46 24.03 24.03 20.46 22.25 2.06
15 4.88 12.87 20.46 17.48 20.46 17.82 3.59
16 5.20 12.86 20.46 21.04 12.86 16.81 4.56
17 6.54 12.85 20.45 12.86 12.86 14.76 3.80
18 7.01 20.46 12.86 11.03 20.34 16.17 4.94

ξ (%)

ξ (%)

ξ (%)

Figura 4.77: Valori dei coefficienti di smorzamento associati ad ogni frequenza nelle

tre direzioni di registrazione
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N° modo Frequenza
verticale (Hz) Prova 1 Prova 5 Prova 11 Prova 15 media dev st (%)

1 0.14 --- 16 --- --- 16.00
2 0.24 35.83 --- 35.84 35.83 35.83 0.01
3 0.45 --- 5.07 --- --- 5.07
4 1.02 3.66 --- 3.66 3.67 3.66 0.01
5 1.27 12.91 20.45 20.37 12.93 16.67 4.32
6 1.68 12.93 19.94 12.93 12.93 14.68 3.50
7 2.22 9.63 27.32 22.81 20.37 20.03 7.51
8 2.55 20.46 20.45 12.91 20.45 18.57 3.77
9 3.38 30.44 20.46 20.26 20.19 22.84 5.07

10 3.68 20.46 20.45 13.07 12.84 16.71 4.33
11 4.55 20.46 27.32 22.06 24.01 23.46 2.95
12 4.97 20.45 20.46 12.87 20.45 18.56 3.79
13 5.58 20.46 20.45 25.61 20.55 21.77 2.56
14 6.05 12.89 12.86 20.46 20.44 16.66 4.37
15 6.63 12.85 20.45 19.48 20.49 18.32 3.67
16 6.98 12.86 12.83 12.86 20.45 14.75 3.80

N° modo Frequenza
trasversale (Hz) Prova 1 Prova 5 Prova 11 Prova 15 media dev st

1 0.43 --- 5.07 --- --- 5.07
2 1.02 3.63 --- --- 3.66 3.65 0.02
3 1.26 20.04 20.45 19.94 20.37 20.20 0.25
4 1.94 12.93 12.86 12.94 20.37 14.78 3.73
5 2.19 22.83 27.32 23.03 20.36 23.39 2.89
6 2.37 12.86 12.86 12.77 12.86 12.84 0.04
7 2.69 12.86 20.45 13.07 12.86 14.81 3.76
8 2.98 20.46 20.45 12.86 20.46 18.56 3.80
9 3.28 12.86 20.45 12.86 20.45 16.66 4.38

10 3.55 12.85 20.46 12.62 20.45 16.60 4.46
11 3.89 20.5 12.86 12.55 20.46 16.59 4.49
12 4.58 24.23 20.45 30.97 24.03 24.92 4.39
13 5.21 20.46 12.86 12.13 20.45 16.48 4.61
14 5.51 12.86 12.86 21.04 20.45 16.80 4.56
15 5.92 12.85 20.45 13.16 12.87 14.83 3.75
16 6.38 12.77 20.45 20.68 20.45 18.59 3.88
17 6.69 12.91 20.45 12.98 20.46 16.70 4.34
18 6.97 12.86 20.45 20.46 12.86 16.66 4.38

N° modo Frequenza
Longit. (Hz) Prova 1 Prova 5 Prova 11 Prova 15 media dev st

1 0.14 --- 35.84 --- --- 35.84
2 0.76 5.07 20.37 13.49 13.5 13.11 6.26
3 1.00 3.66 --- 2.45 3.66 3.26 0.70
4 1.34 20.37 12.86 12.93 12.94 14.78 3.73
5 1.66 20.38 20.45 19.94 20.38 20.29 0.23
6 2.17 22.79 27.32 20.68 20.37 22.79 3.21
7 2.37 20.45 12.86 12.86 24.03 17.55 5.61
8 2.65 20.46 12.86 20.45 12.86 16.66 4.38
9 2.95 20.45 20.45 22.06 20.45 20.85 0.81

10 3.27 20.44 12.87 20.68 5.02 14.75 7.43
11 3.56 20.39 20.45 12.13 20.45 18.36 4.15
12 4.00 12.86 12.86 20.45 12.86 14.76 3.80
13 4.28 20.46 20.45 20.46 12.85 18.56 3.80
14 4.58 20.46 24.03 24.03 20.46 22.25 2.06
15 4.88 12.87 20.46 17.48 20.46 17.82 3.59
16 5.20 12.86 20.46 21.04 12.86 16.81 4.56
17 6.54 12.85 20.45 12.86 12.86 14.76 3.80
18 7.01 20.46 12.86 11.03 20.34 16.17 4.94

ξ (%)

ξ (%)

ξ (%)

Figura 4.78: Valori dei coefficienti di smorzamento associati ad ogni frequenza nelle

tre direzioni di registrazione
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Capitolo 5

Confronto dei risultati e

considerazioni conclusive

Dal confronto tra modello di risposta e modello numerico si ricavano informazioni circa

la capacità di quest’ultimo di valutare correttamente lo stato generale dell’opera e di

prevederne la risposta ad una sollecitazione dinamica qualsiasi.

Sono stati calcolati i primi 6 modi di vibrare e i relativi coefficienti di partecipazione

modale. I valori calcolati delle frequenze e dei periodi di vibrazione relativi ad ogni modo

sono riportati nella tabella 5.1, mentre nella tabella 5.2 sono riportati i coefficienti di

partecipazione e le masse modali, sempre relativamente ad ogni modo.

La figura 5.1 riporta il modello agli elementi finiti realizzato con il codice di calcolo

Cosmos/M v. 2.7 per la determinazione dei modi di vibrare del ponte, costituito da

13160 nodi e 8895 elementi, per un numero totale di equazioni pari a 38691, mentre le

figure da 5.2 a 5.7 illustrano i primi 6 modi di vibrazione.

Nella tabella 5.3 si confrontano le frequenze misurate con quelle calcolate. Il confronto fra

dati numerici e sperimentali è sintetizzato nell’indice Eω, relativo alla singola frequenza e

definito come:

Eωi =

∣∣ωnnumi − ωnspi

∣∣
ωnnumi

∗ 100. (5.1)

Le lettere “T” ed “L” indicano rispettivamente le direzioni trasversale e longitudinale.
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Tabella 5.1: Frequenze associate ad ogni modo di vibrazione

MODO FREQUENZA PERIODO

n◦ rad/s Hz s

1 0.2220596E + 02 0.3534188E + 01 0.2829504

2 0.2983516 + 02 0.4748412E + 01 0.2105967E + 00

3 0.3481739 + 02 0.5541360E + 01 0.1804611E + 00

4 0.3681144 + 02 0.5858723E + 01 0.1706857E + 00

5 0.3930179 + 02 0.6255074E + 01 0.1598702E + 00

6 0.4500968 + 02 0.7163513E + 01 0.1395963E + 00

Tabella 5.2: Fattori di partecipazione e masse modali associate ad ogni modo

di vibrazione

MODO FATTORI DI PARTECIPAZIONE MASSE MODALI

n◦ x y z x y z

1 27.857 −637.57 −0.44494 776.00 0.40650E + 06 0.19797

2 −75.877 −5.1804 2.7887 5757.3 26.837 7.7771

3 −798.49 31.235 5.4087 0.63759E + 06 975.64 29.254

5 65.037 −21.047 1.1167 4229.8 442.99 1.2471

6 −4.4902 −98.690 0.54357 20.162 9739.7 0.29547
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Figura 5.1: Il modello agli elementi finiti del ponte

Figura 5.2: Primo modo di vibrare. f = 3.534 Hz
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Figura 5.3: Secondo modo di vibrare. f = 4.748 Hz

Figura 5.4: Terzo modo di vibrare. f = 5.541 Hz
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Figura 5.5: Quarto modo di vibrare. f = 5.859 Hz

Figura 5.6: Quinto modo di vibrare. f = 6.255 Hz
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Figura 5.7: Sesto modo di vibrare. f = 7.163 Hz

Tabella 5.3: Confronto fra le frequenze teoriche e quelle sperimentali

MODO DIREZIONE FREQUENZE (Hz) Eω

n◦ vibrazione teoriche sperimentali (%)

1 T 3.53 3.55 0.57

2 L 4.75 4.88 2.74

3 T 5.54 5.51 0.54

4 T 5.86 5.92 1.02

5 L 6.26 6.54 4.47

6 T 7.16 6.97 2.65
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5.1 Commenti conclusivi

L’alta sensibilità alle basse frequenze, la capacità di demodulazione, la predisposizione

matematica alla manipolazione dei segnali transitori e aperiodici fanno della trasformata

Wavelet uno strumento di sicuro interesse nel campo dell’analisi modale sperimentale.

Nonostante abbiano fatto il loro ingresso nel campo dell’identificazione dinamica da circa

10 anni ancora non ne sembrano sviluppate tutte le potenzialità.

L’esame dei dati riportati evidenzia un’ottima corrispondenza fra dati teorici e sperimen-

tali. L’indice di confronto inferiore al valore del 5% significa che il modello numerico non

necessita di alcuna calibrazione.

Risulta quindi evidente l’efficacia della funzione di Daubechies usata per l’operazione di

identificazione. Risulta anche, indirettamente, la validità dell’ipotesi di comportamento

elastico lineare delle strutture in muratura: sotto l’azione dei carichi dinamici usati nella

prova, il cui valore è minore di quello dei carichi di progetto, il comportamento del ponte

è descritto con ottima approssimazione dall’analisi modale condotta sul modello agli ele-

menti finiti.

Tuttavia non sfuggono alcuni limiti della metodologia di identificazione utilizzata: la sti-

ma delle frequenze proprie tramite l’osservazione degli spettri (peak - picking), semplice e

immediata, non consente però di distinguere i modi di vibrare dai modi operativi. I primi

sono legati alle proprietà modali della struttura (e sono quindi indipendenti dall’intensità

e dalla posizione della forzante) mentre i secondi sono legati alla vibrazione della defor-

mata elastica provocata dal carico dinamico. Per riconoscere i modi operativi all’interno

dello spettro si deve preliminarmente valutarne le frequenze simulando la prova di carico

dinamico sul modello FEM.

Nella procedura di identificazione non è stato possibile arrivare a stimare il centesimo di

Hz perchè le registrazioni a disposizione non erano sufficientemente “lunghe”. Questo è un

problema tipico delle strutture molto rigide e smorzate: è pressoché impossibile provocar-

ne una vibrazione libera della durata necessaria ad ottenere una risoluzione in frequenza

pari al centesimo di Hz. Se si ha necessità di una maggiore precisione in frequenza è op-

portuno procedere all’identificazione strutturale tramite prove di vibrazione forzata, che

consentono allo sperimentatore di controllare la durata temporale della forzante.
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5.2 Ulteriori sviluppi

A lavori di consolidamento ultimati sul Viadotto di Vara verranno ripetute le prove di cari-

co dinamico. La successiva identificazione strutturale consentirà, per confronto con quella

eseguita in questo lavoro, di valutare l’efficacia degli interventi effettuati. Nell’ambito

delle operazioni di estrazione dei parametri modali, si valuterà l’efficacia di una funzione

Wavelet complessa, la Morlet Wavelet, e si esaminerà la possibilità di adattare i metodi

di identificazione “classici”, basati sulla trasformata di Fourier, alle funzioni Wavelet.

141



Appendice A

Metodi di filtraggio con soglia

Il metodo di filtraggio con soglia in ampiezza è normalmente impiegato per eliminare

il rumore da un segnale, per dividere il segnale in due o più parti (di cui una non è

necessariamente rumore) o semplicemente per regolarizzare i dati acquisiti; comporta la

riduzione o la rimozione completa di particolari coefficienti della trasformata wavelet al

fine di isolare il comportamento di interesse dalla registrazione complessiva. Ci sono

molti metodi per la selezione e la modifica dei coefficienti: i due più popolari sono noti

come metodo con soglia rigida e metodo con soglia flessibile. A differenza dei metodi di

filtraggio con soglia in frequenza, che rimuovono tutte le frequenze al di sotto o al di sopra

di un certo valore di soglia m∗ a prescindere dal valore dei coefficienti della trasformata, i

metodi con soglia in ampiezza rimuovono o riducono quei coefficienti al di sotto del valore

di soglia a prescindere dal valore della frequenza.

Questa differenza è illustrata schematicamente in figura A.1 (b). Per applicare il metodo

con soglia rigida si fissa un valore di soglia λ correlato con un parametro statistico dei

coefficienti della trasformata Wavelet, ad esempio la deviazione standard, la deviazione

media assoluta etc. Si ritiene che i coefficienti superiori al valore di soglia corrispondano

alla parte coerente del segnale (utile) e che quelli inferiori corrispondano alla parte casuale

del segnale (rumore). La funzione di soglia ha la forma:

Wi
hard =

{
0 se |Wi| < λ

Wi se |Wi| ≥ λ,
(A.1)
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Figura A.1: Soglia in frequenza e in ampiezza. (a) Filtraggio in frequenza. (b) Filtraggio

in ampiezza. (c) Relazione tra i coefficienti originali e quelli modificati con soglia rigida (a

sinistra) e con soglia flessibile (a destra). [9]
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si tratta cioè di decidere se mantenere o rimuovere i coefficienti.

Il metodo con soglia mobile, invece, ammette che tutti i coefficienti dello spettro conten-

gano sia la parte coerente del segnale che la parte casuale (rumore) e tenta di isolare la

parte utile del segnale rimuovendo il rumore da tutti i coefficienti. La funzione di soglia

flessibile ha la forma

Wi
soft =

{
0 se |Wi| < λ

sign(Wi)(|Wi| − λ) se |Wi| ≥ λ.
(A.2)

Tutti i coefficienti minori del valore di soglia, λ, sono posti uguali a zero e tutti i coeffi-

cienti maggiori sono diminuiti di una quantità pari a λ.

La figura A.1 (c) illustra un diagramma schematico delle relazioni fra i coefficienti origi-

nali e filtrati con le due funzioni di soglia: i coefficienti che non sono stati posti uguali a

zero sono mantenuti uguali a se stessi nel caso di impiego della soglia rigida, sono ridotti

di una quantità λ nel caso di impiego della soglia flessibile.

Le figure A.2, A.3 e A.4 illustrano alcuni esempi di applicazione dei metodi con soglia

rigida e flessibile su un segnale campione composto da due sinusoidi più una componen-

te di rumore bianco avente distribuzione gaussiana (figura A.2 (a) e (b)). I coefficienti

della trasformata wavelet ottenuti per decomposizione del segnale tramite una funzione

di Daubechies a 10 coefficienti sono illustrati in figura A.2 (c). Questi coefficienti sono

stati filtrati assumendo valori di soglia pari rispettivamente a 2, 4, 6 e 8. La ricostruzione

del segnale relativo a ciascun valore di soglia è illustrata in figura A.2 (d)− (g). Si nota

che per bassi valori di soglia si mantengono alcune componenti ad alta frequenza, mentre

per valori troppo alti di soglia il segnale risulta eccessivamente appiattito. Da un’ana-

lisi visiva dei segnali ricostruiti si conclude che un buon valore di soglia è intorno a 4.

Il metodo comunemente impiegato per calcolare il valore di soglia consiste nel calcolare

l’errore quadratico medio fra il segnale ricostruito e quello originale: tale errore risulta

infatti minimo in corrispondenza del valore di soglia ottimo. Le analoghe ricostruzioni

del segnale con soglia flessibile sono illustrate in figura A.4 (a) e (b) per λ = 2 e λ = 4,

rispettivamente.
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Figura A.2: Filtraggio con soglia rigida.(a) Segnale originale composto di due sinusoidi di

ampiezza unitaria e di frequenza una doppia dell’altra. (b) Il segnale in (a) con l’aggiunta di

rumore Gaussiano (avente media nulla e deviazione standard unitaria). (c) I coefficienti della

trasformata wavelet ottenuti usando una funzione di Daubechies a 10 coefficienti (illustrata a

lato). (d) Coefficienti modificati con soglia rigida di valore λ = 2 (in alto) e il segnale ricostruito

corrispondente (in basso). Il segnale originale della figura (a) è illustrato punteggiato. [9]
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Figura A.3: Filtraggio con soglia rigida. (a) Coefficienti modificati con soglia rigida di

valore λ = 4 (in alto) e il segnale ricostruito corrispondente (in basso). Il segnale originale della

figura A.2 (a) è illustrato punteggiato. (b) Coefficienti modificati con soglia rigida e valore di

soglia λ = 6 (in alto) e il segnale ricostruito corrispondente (in basso). Il segnale originale della

figura A.2 (a) è illustrato punteggiato. (c) Coefficienti modificati con soglia rigida e valore di

soglia λ = 8 (in alto) e il segnale ricostruito corrispondente (in basso). Il segnale originale della

figura A.2 (a) è illustrato punteggiato. [9]
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Figura A.4: (Filtraggio con soglia flessibile. (a) Coefficienti modificati con soglia flessibile

di valore λ = 2 (in alto) e il segnale ricostruito corrispondente (in basso). Il segnale originale

della figura A.2 (a) è illustrato punteggiato. (b) Coefficienti modificati con soglia flessibile di

valore λ = 4 (in alto) e il segnale ricostruito corrispondente (in basso). Il segnale originale della

figura A.2 (a) è illustrato punteggiato. [9]
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Nelle applicazioni pratiche però spesso non si conosce la forma esatta del segnale da

estrarre dalla registrazione o le proprietà statistiche del segnale contaminante.

La scelta del valore di soglia diviene quindi un problema non banale per la cui soluzione si

possono applicare una serie di criteri che producono un valore pertinente al problema in

esame. Il valore di soglia può, ad esempio, essere costante e applicato a tutte le frequenze

o a un intervallo di frequenze, oppure variare in funzione della frequenza. Uno dei metodi

più semplici e conosciuti per il calcolo del valore di soglia è quello della soglia universale

definito come

λU =
(
2 lnN

) 1
2

σ, (A.3)

dove (2 lnN)
1
2 è il massimo valore atteso per una sequenza di rumore bianco di lunghezza

N e deviazione standard unitaria, e σ è la deviazione standard del rumore nel segnale in

esame. Cos̀ı se la parte utile del segnale (nascosta) è zero (cioè la registrazione contiene

solo rumore), usando λU come valore di soglia c’è un’alta probabilità che si annullino tutti

i coefficienti. Per densità di campionamento basse la soglia universale rimuove, con ottime

probabilità, tutto il rumore nella ricostruzione, ma può andare persa anche parte della

parte utile del segnale. In pratica, se la frequenza di campionamento è troppo bassa, il

metodo della soglia universale tende ad appiattire eccessivamente il segnale. In più nelle

applicazioni pratiche si tende a non modificare i coefficienti alle frequenze più basse anche

se non soddisfano la funzione di soglia. Nell’esempio illustrato nelle figure A.2, A.3 e A.4 il

segnale contiene rumore gaussiano con σ = 1 e N = 1024. Il valore della soglia universale

è λU = 3.273. Entro un ampio intervallo di dimensione dei dati campionati (26 − 219),

solo nel 10% dei casi il rumore eccede il valore di soglia. In questo senso il metodo della

soglia universale garantisce una ricostruzione esente da rumore.

Un problema che si incontra quando si usa il metodo della soglia universale è che non si

conosce il valore della σ del segnale da esaminare. In questo caso si usa una stima robusta

σ̂ di σ basata sulla mediana della deviazione assoluta (MAD) dei coefficienti Wavelet alle

frequenze più alte divisa per un coefficiente di conversione pari a 0.6745. Tale coefficiente

serve per calibrare la σ̂ con la deviazione standard di una distribuzione gaussiana. La

soglia universale assume cos̀ı la forma
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λU =

(
2 lnN

) 1
2

MAD

0.6745
=

(
2 lnN

) 1
2

σ̂. (A.4)

A.1 Funzioni usate per il calcolo

Per il calcolo delle trasformate wavelet nel metodo di filtraggio per soglia sono state

utilizzate le due procedure implementate sul codice di calcolo “MathCad 11” con toolbox

dedicato per l’analisi dei segnali e trasformate wavelet. Tali procedure sono riportate nelle

figure A.5 e A.6
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sign q( )
q
q

:=

soft_shrink v c,( )

vk if vk c< 0, sign vk( ) vk c−( )⋅,⎡⎣ ⎤⎦←

k 0 last v( )..∈for

v

:=

waveshrink y filter,( ) J MaxDWTLevel y( )←

w dwt y J, filter,( )←

λ 2 log length y( )( )⋅←

σ median w median w( )−
→⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( )←

c λ σ⋅←

Jmax if J 8> J 4−, J,( )←

djs get_detail w js,( )←

djs soft_shrink djs c,( )←

w put_detail w js, djs,( )←

js 1 Jmax..∈for

yr idwt w J, filter,( )←

yr

:=

20

Figura A.5: Soft thresholding
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hard_shrink v c,( )

vk if vk c< 0, vk,( )←

k 0 last v( )..∈for

v

:=

waveshrink_hard y filter,( ) J MaxDWTLevel y( )←

w dwt y J, filter,( )←

λ 2 log length y( )( )⋅←

σ median w median w( )−
→⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯( )←

c λ σ⋅←

Jmax if J 8> J 4−, J,( )←

djs get_detail w js,( )←

djs hard_shrink djs c,( )←

w put_detail w js, djs,( )←

js 1 Jmax..∈for

yr idwt w J, filter,( )←

yr

:=

23

Figura A.6: Hard thresholding
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